11

Elementare
Di Lerkenzialgleichungen

Di Cerknzialgleichungen stellen eine Beziehung her zwischen einer oder
mehreren Funktionen und ihren Ableitungen. Da Ableitungen Verédnderungen
beschreiben, modellieren Di Lerknzialgleichungen ganz allgemein das Verande-
rungsverhalten von Systemen.

Wir beschranken uns hier auf den einfachsten Fall einer skalaren Grof3e x,
die nur von einer unabhéngigen Variablen abhangt, der Zeit:

t CxXQ).

Eine Di Lerknzialgleichung betri [ ih diesem Fall die Gr6Re x und endlich viele
ihrer Ableitungen x, X, .. nach der Zeit t. Beschranken wir uns auch hier auf den
einfachsten Fall, so haben wir es mit Di Lerenzialgleichungen erster Ordnung zu
tun, die nur t, x, x involvieren und allgemein die implizite Form

F(t,x,x) =0
haben. Am einfachsten sind solche Gleichungen in expliziter Form,
x =f(t,x),

und nur solche wollen wir jetzt betrachten.

Die hier verwendete Notation ist die physikalische Notation, wo die unabhan-
gige Variable als Zeit aufgefasst wird. In der mathematischen Notation Ubernimmt
X diese Rolle, und die abhéangige GrolRe wird meist mit y bezeichnet. Die letzte
Gleichung lautet dann

y=f(xy).

Auf diesen Unterschied ist beim Studium der Literatur zu achten.
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11.1
Grundbegri el

Definition Sei | ein Intervall, D [Rloled, und f: | xD - R stetig. Dann heif3t
x = f(t,x), (t,x) Ik D, @

eine Dilerknzialgleichung erster Ordnung auf | < D. Eine Losung dieser
Di [Cerknzialgleichung ist eine di Cerenzierbare Abbildung ¢:J - D mit
einem nichtleeren Intervall J [Llso dass

oM =Ff(t, ), tLIT [ ] )

Die Di Cerknzialgleichung hei3t autonom, wenn die Funktion f nicht explizit
von der Zeit t abhangt, sie also von der Form

x = f(x), x D}
ist. Andernfalls hei3t die Gleichung nichtautonom.

Bemerkungen a. Genauer handelt es sich um eine explizite skalare Di [e-1
renzialgleichung erster Ordnung. Explizit, weil die Gleichung nach x aufgeldst,
skalar, weil x eindimensional und reell ist, und erster Ordnung, da nur die erste
Ableitung X auftritt.

b. Es wére zu einschrankend zu verlangen, dass eine Lésung ¢ auf dem
ganzen Intervall | erklart ist. Sie kann zum Beispiel vorzeitig den Definitionsbe-
reich D verlassen. [1

Geometrisch betrachtet handelt es sich bei der rechten Seite der Di Cerkn-
zialgleichung (1) um ein Richtungsfeld. In jedem Punkt (t,x) [T D schreibt
die Funktion f vor, welche Richtung oder Steigung die Tangente einer Lésung
einnimmt, falls sie durch diesen Punkt verlauft. Gleichung (2) verlangt genau
dies von einer Lésung ¢ . Eine Betrachtung des Richtungsfeldes kann oft schon
Aufschluss Uber die Gestalt seiner Loésungskurven geben.

I"a. Die einfachste Di [erknzialgleichung ist sicherlich
x=0.

Jede LOsung ist eine konstante Funktion ¢ : t [c IDies ist nicht weiter interes-
sant.
b. Die Gleichung

x = f(t)

mit stetigem f: | - R ist keine >echte« Di [Cerknzialgleichung, da die rechte
Seite nicht von x abhangt. Das zugehorige Richtungsfeld ist somit invariant
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111 — Grundbegriffe 301

Abb 1

Ein Richtungsfeld mit
funf Losungskurven

unter Translationen in der x-Richtung, also ortsunabhangig. lhre Lésungen sind
die Stammfunktionen von f. Diese unterscheiden sich nur durch eine additive
Konstante, gehen also durch vertikale Translation ineinander Uber app2 -

c. Das wohl einfachste Beispiel einer autonomen Di Cerknzialgleichung ist
das Wachstumsgesetz

X = ax

mit konstantem Koe [ziehten a # 0, mit dessen Hilfe wir bereits die Exponenti-
alfunktion definiert hatten. Jede Lésung ist von der Form g1

@) = e?'c, c [RI

Abb 2

Ortsunabhangiges
Richtungsfeld
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Abb 3

Zeitunabhéngiges
Richtungsfeld

d. Das Richtungsfeld der autonomen Di [erknzialgleichung
X = (x—a)(x—Db), a<b,
mit einigen Lésungen ist in Abbildung 3 skizziert. 11

Die Beispiele zeigen, dass eine Losung durch eine Di Cerenzialgleichung allein
nicht eindeutig bestimmt wird. Das ist auch nicht Gberraschend, denn eine solche
Gleichung bestimmt ja nur deren Veranderungsverhalten, nicht aber ihre absolute
Position. Dazu bedarf es weiterer Daten, zum Beispiel eines Anfangswertes. Die
Kombination beider Daten bezeichnet man als Anfangswertproblem.

Definition Unter einem zur Di Lerknzialgleichung (1) gehdérenden Anfangswert-
problem versteht man das System

x=f(t,x), x(to) = Xo,

wobei (tp,Xo) [Tk D. Eine lokale Losung ist eine Losung ¢ : lIp - D dieser
Di Cerknzialgleichung mit

&d(to) = Xo, to LI 1 [

Eine lokale L6sung ist also eine Losung der Di Cerknzialgleichung, die auf
einem beliebig kleinen Intervall 1o um die Anfangszeit to definiert ist und zu
diesem Zeitpunkt den Anfangswert xo annimmt.
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112 — Lineare Differenzialgleichungen

I"Wir greifen die vorangehenden Beispiele auf. Das Anfangswertproblem
x = f(t), x(tg) =c¢

hat die eindeutige Losung

L]
$()=c+ f(s)ds.
to

Far das Anfangswertproblem
X = ax, X(to) = Xo
finden wir
P (1) = e Txo,
indem wir die Gleichung e®%c = x¢ nach c¢ auflésen. 1

Ein Anfangswertproblem besitzt unter sehr allgemeinen Bedingungen an die
rechte Seite immer eine eindeutige lokale Losung — dies ist der lokale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz, den wir spater im Kapitel Uber gew6hnliche Di Cerknzial-
gleichungen behandeln. In den speziellen Fallen, die wir im Folgenden betrachten,
kénnen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen allerdings direkt zeigen
und daher auf die grof3e Maschine vorlaufig verzichten.

11.2
Lineare Di Lerknzialgleichungen

Definition Eine lineare Di [Lerknzialgleichung erster Ordnung ist von der Form
X = a(t)x + b(t)

mit auf einem Intervall | stetigen Funktionen a und b. Sie heil3t homogen,
falls b =0, andernfalls inhomogen. [

= Der homogene Fall

Wir 16sen zuerst die homogene Gleichung X = a(t)x. Dies ist nichts ande-
res als ein zeitabhéngiges Wachstumsgesetz, dessen Losungen ebenfalls durch
Exponenzialfunktionen beschrieben werden.

Eine parameterabhéngige Familie von L6sungen heif3t allgemeine Losung
einer Di Cerknzialgleichung, wenn sie samtliche Lésungen dieser Gleichung um-
fasst.

11.5
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304 11 — Elementare Differenzialgleichungen

Satz Sei a stetig auf dem Intervall 1. Dann ist die allgemeine Lésung von
x = a(t)x 3)
gegeben durch
¢t =e*Vc, ¢ R
mit einer beliebigen Stammfunktion A von a. Sie existiert aufganz 1. [ 1
i O Cedsichtlich ist dies fur jedes ¢ eine Lésung, denn A=a, also
$ = e”Ac = ePac = ad.

Bleibt zu zeigen, dass jede L6sung von dieser Form ist. Nun, ist ¢ eine beliebige
Lésung, dann gilt

(e™P) =eAp—e AP = e adp —ePad = 0.
Also ist e™”¢ = ¢ eine reelle Konstante, und die Behauptung folgt. 1

Es spielt keine Rolle, welche Stammfunktion A man hier wahlt. Dies &ndert
lediglich den Parameter c.

II_a. FUr konstantes a ist die allgemeine Losung von X = ax gegeben durch
@) = e?'c, c [RI

b. Die allgemeine Losung der Di Cerenzialgleichung x = —x/t fur t > 0 ist
a1

$(t) =cexp — ?S =cexp(—logt) = % [
1
Zusatz Das zugehdrige Anfangswertproblem
X = a(t)x, X(to) = Xo
[ 1

besitzt auf | die eindeutige Lésung ¢ (t) = exp a(s)ds xp. [1

to
i Nach dem eben bewiesenen Satz ist jede Losung von der Form

[y 1
P (1) =exp a(s)ds c.

to

Die Bedingung ¢ (tp) = Xo ergibt dann ¢ = xp. [
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11.2 — Lineare Differenzialgleichungen

Bemerkung A posteriori — im Nachhinein - ist es leicht, die Korrektheit
einer Losung zu verifizieren — man muss ja nur Di Lerenzieren und Einsetzen.
Das Problem ist, Gberhaupt eine zu finden. Im Falle der Gleichung X = a(t)x hilft
der Ansatz

P (1) =V,

denn die Losung sollte wohl etwas mit der Exponentialfunktion zu tun haben.
Dann muss notwendigerweise gelten

b =e®d = adp = ae®,

und damit ® = a. Also fuhrt eine Stammfunktion von a zum Ziel. — Diese Argu-
mentation ersetzt allerdings nicht den Eindeutigkeitsbeweis. Denn der Ansatz
¢ = e® muss ja nicht der einzig mégliche sein. [

= Der inhomogene Fall
Wir betrachten nun die inhomogene lineare Di Lerenzialgleichung
X = a(t)x + b(t). (4)

Wie bei linearen Gleichungssystemen auch, kann man diesen Fall auf die allgemei-
ne Lésung der homogenen Gleichung plus einer partikularen - also irgendeiner
einzelnen - L8sung der inhomogenen Gleichung zurtuckfihren.

Satz  Sei ¢g eine partikulare Lésung der inhomogenen Gleichung (4). Dann
ist jede andere Lésung von der Form ¢ + ¢ mit einer Lésung ¢ der
homogenen Gleichung (3). [

i Ist ¢o eine partikulare und ¢ eine homogene Losung, so ist
(o +d) =do+P =adpo+b+ap =a(Ppo+P)+b,

also ¢po+¢ eine Losung der inhomogenen Gleichung. Ist umgekehrt W irgendeine
Ldsung der inhomogenen Gleichung, so ist mit derselben Rechnung  — o = ¢
eine L6sung der homogenen Gleichung. [

Es bleibt die Frage, wie man eine partikulare Losung findet. Hier hilft die
Idee der Variation der Konstanten !, die auf Lagrange zuriickgeht: wenn e~®¢ die
homogene Gleichung 16st, so 18st sie vielleicht auch die inhomogene Gleichung,
wenn die Konstante ¢ sich in geeigneter Weise mit t &ndert, also eine Funktion
von t wird. Dann ist auf der einen Seite

(e”*c) = ePAc + e”'¢ = ePac + e”é.
! Dieser Begri [ist ein Widerspruch in sich, tri (Edie Sache aber genau.
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306 11 — Elementare Differenzialgleichungen

Auf der anderen Seite soll diese Funktion die Di Cerenzialgleichung erftllen, also
(e”c) =ae”*c+b

gelten. Vergleich dieser beiden Gleichungen ergibt e~¢ = b, also
¢ =e"b.

Diese Gleichung ist durch Integration l6ésbar, denn die rechte Seite ist bekannt.

Ist also co eine Stammfunktion von e™"b, so ist e”cqy eine partikulare Lésung
der inhomogenen Gleichung. Insgesamt erhalten wir damit folgende Ergebnisse.

Satz Die Funktionen a und b seien stetig auf dem Intervall |. Dann ist die
allgemeine Ldésung von x = a(t)x + b(t) gegeben durch

o) = O +co(t)), ¢ [R
mit Stammfunktionen A von a und ¢g von e ”b, respektive. [ 1
1 Satz Unter denselben Voraussetzungen besitzt das Anfangswertproblem
X = a(t)x + b(t), X(to) = Xo,

auf | die eindeutige Lésung
[ A 1 (|
b)) =erD xo+ eAG)ps)ds ,  A@)= a(s)ds. [

to to
Bemerkung Diese Formel ist eher fur theoretische Untersuchungen von
Bedeutung. In der Praxis 16st man zuerst die homogene Gleichung und konstruiert
anschlieend per Variation der Konstanten direkt eine partikulére Lésung. [

II"Betrachte die Di Lerknzialgleichung
x = 2tx + 2t3.

Eine Stammfunktion von 2t ist t2, die allgemeine Lésung lautet deshalb
1 Cd 1
2 —c2
d@)=et" c+2 e Ss3ds |,
0

wobei wir von der Freiheit Gebrauch machen, eine uns bequeme Stammfunktion
zu wihlen. Mittels Substitution s? = u und partieller Integration erhalt man

e

2 e%s®ds= uelVdu=1-(t2+1)e
0 0

—t2

Also ist
d@t) =ce—t2—1, c (R

wobei wir noch von der Freiheit Gebrauch machen, ¢ + 1 durch ¢ zu ersetzen.
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11.3
Separierbare Di [erenzialgleichungen

Eine separierbare Di [erenzialgleichung, auch Di Lerknzialgleichung mit ge-
trennten Variablen genannt, ist von der Form

x = g(t)h(x) 5)

mit stetigen Funktionen g und h auf Intervallen | respektive J. Ihr Defini-
tionsbereich ist das Rechteck | x J in der (t,x)-Ebene. Hierunter fallen auch
die Stammfunktionsgleichung, wo h = 1, wie auch die allgemeine autonome
Di Cerknzialgleichung, wo g = 1.
Triviale Losungen findet man, wenn der Faktor h Nullstellen besitzt. Ist
h(xg) =0

fur ein Xo [CI] so ist die konstante Funktion ¢ = X eine L6ésung, denn

¢ () =0=g(®h(xo) =g(®h(P(t)), t LLI
Ist dazu noch eine Lipschitzbedingung erfullt, so ist dies auch die einzige solche
Losung:
Satz Die Funktionen g und h seien stetig. Ist Xg eine Nullstelle von h, so ist
die konstante Funktion ¢ = xo Ldsung des Anfangswertproblems
x=gMh(),  x(to) = Xo.
Ist h lipschitzstetig, so ist es auch die einzige Losung. [ 1

mmm Die Existenz dieser Lésung haben wir gerade gezeigt. Seien nun ¢ und
Y zwei Losungen desselben Anfangswertproblems. Dann gilt

= R
@-vnO=(@-vE= Ifﬁ(q) —Y)(s)ds
= g(s) [h($(s)) —h(W(s))]ds.

Auf einem beliebigen kompakten Intervall [tp,b] [Ilist g beschrankt, also
[91¢] by LKL AuBerdem ist h auf J mit einer gewissen Konstanten L-lipschitz.
Fur to CIICblgilt also
(|
[(b —w)(®)I l:lto [9() 1h(P(s)) —h(W(s)Ids
CJd
LKL . [(d —Ww)(s)lds.

11.9
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Abb 4

Nichteindeutigkeit des
Anfangswertproblems
von Beispiel 2

Far die stetige Funktion u = |d — | gilt mit M = KL somit

Cd
O [uqt) M u(s)ds, to bl

to
Dann aber muss u fur to CICblidentisch verschwinden - siehe Aufgabe 10 -
und somit ist dort ¢ = Y. — Fur ein beliebiges kompaktes Intervall [a,tp] [T
argumentiert man entsprechend. [Tl

Die Lipschitzbedingung ist notwendig. Das Standardbeispiel hierfur ist das
Anfangswertproblem

x=3x*3, x(0)=0.

Die Wurzelfunktion x X33 ist auf ganz R wohldefiniert, aber nicht lipschitz
im Punkt 0. Und tatsichlich existiert neben der konstanten Lésung ¢ = 0 auch
noch die Ldsung

b)) =3

Daraus kann man sogar unendlich viele verschiedene Lésungen zusammensetzen,

und zwar
1

%— a), t<a [Tl
o) = 0 , altfib)
%— b)3, t>b O]
fur jede Wahl von a [CQI[CHh] Es gibt also Uberabzahlbar viele Losungen dieses

Anfangswertproblems appg. 11

Die zu den Nullstellen von h gehérenden konstanten Lésungen zerlegen
das Rechteck | < J in horizontale Streifen. Ist h lipschitz, so kénnen aus Eindeu-
tigkeitsgrinden die Ubrigen Losungen diese Streifen nicht verlassen. Indem wir J
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geeignet einschranken, kénnen wir daher im Folgenden annehmen, dass h auf J
nirgends verschwindet.

Angenommen, es existiert eine Losung ¢ in einem solchen Streifen. Da dort
h nicht verschwindet, ist

_ $®
SO hewy ©
Also gilt dann auch
I;lg(s)ds = QM ds = O _au . 0
to to (P (s)) ¢ o) h(u)

Drehen wir diese Argumentation um, indem wir von der letzten Gleichung ausge-

hen, so erhalten wir folgenden Satz.

Satz Die Funktionen g und h seien stetig auf den Intervallen | respektive
J, und h habe keine Nulistelle in J. Dann existiert genau eine lokale
Losung ¢ : Ip - J des Anfangswertproblems

x = g(t)h(x), X(to) = Xo,
mit to [CTund Xo [LIJ und diese erfillt die Gleichung

G() =H(d()), t L 8
wobei

O o

du
G(t) I:t!)g(s)ds, H(x) Iixl0 haw)’

i Notwendigkeit:  Das haben wir gerade gezeigt: Ist ¢ eine lokale Lésung,

so gilt (6), da h nirgends verschwindet. Integration von tp nach t ergibt gemaf (7)

(t)
_ e Mo gy
M= 9= oy T T hw @O

Eindeutigkeit: Da H™= 1/h nirgends verschwindet, ist H streng monoton
und damit umkehrbar. Gleichung (8) ist somit nach ¢ auflésbar, und es ist

d(t) =HI(G(), t O ©)

Somit ist ¢, wenn es existiert, auch eindeutig bestimmt.

Existenz: Wir nehmen (9) als Definition von ¢ in einer Umgebung von tg.

Dann ist
d(to) = HH(G(to)) = H™1(0) = xo.

11.11
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Ferner ist ¢ stetig di Cerknzierbar, und Dilerknzieren von G(t) = H(¢p(1))
ergibt
o)
h(p®)
Somit erfillt ¢ die Di Cerknzialgleichung ¢ (t)) = g(t)h(Pp(t)). mmm

g(t) =HPM)P() =

Bemerkungen a. Der Satz beschreibt die Losung des Anfangswertpro-
blems nur implizit. Weder die Stammfunktionen G oder H mussen explizit
bestimmbar sein, noch ist Gleichung (8) immer nach ¢ auflésbar.

b. Sind G und H beliebige Stammfunktionen von g und 1/h, so ist

®: IxJ R, O x)=G(t) —H(X)

konstant entlang allen Lésungskurven der Di Lerknzialgleichung (5). Denn die
entsprechenden Funktionen des Satzes unterscheiden sich von diesen nur durch
additive Konstanten. Man kann dies aber auch direkt durch Di Cerknzieren nach-
prufen. Es gilt also

o(t,p(t)) =c

fur jede Losung ¢, wobei ¢ durch die Anfangswerte bestimmt wird. Man sagt, ®
ist eine ErhaltungsgrofRe oder ein Integral der Di Lerenzialgleichung. [

In der Praxis 16st man separierbare Di [erknzialgleichungen in etwas salop-

per, aber einpréagsamer Weise wie folgt. Man schreibt

. dx

X =— =g(t)h(x

3¢ = 9O
und separiert die Variablen zu
dx
——— = g(t)dt.
hGo [Q9)

Unbestimmte Integration ergibt
1 1
ﬂ = (t) dt
heo — 9
Gelingt es, diese Integrale zu bestimmen und nach x aufzuldsen, erhalt man eine
allgemeine Losung ¢, die noch von einer Integrationskonstante ¢ abhangt.

T Hrstes Beispiel Die homogene lineare Di Cerknzialgleichung
X = a(t)x

ist separierbar mit g(t) = a(t) und h(x) = x. Die Funktion h hat eine Nullstelle
bei 0, und da h lipschitz ist, ist die Nullldsung auch die einzige, die den Wert O
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11.3 — Separierbare Differenzialgleichungen

annehmen kann. Nun sei x # 0. Dann ist
1 1

G(t)= g(s)ds= a(s)ds=A()

eine Stammfunktion von a, und

[ ]
HX) = ax %—Io Ix| +c
T oheo . x '

Auflésen der Gleichung H(x) = G(t) ergibt zunachst 2
IX(1)] = eAD~C¢ = A ¢ R

Den Fall positiver, negativer und verschwindender Lésungen kann man dann
zusammenfassen zu

x(t)=e*®c, c[R 1
I_Hweites Beispiel  Betrachte
X=—, 0<t,Xx<oo.
X

Rechnen wir informell, so ist also xdx = tdt,

e o

1 1
sds=—-(t>—t0) = udu=Z(*—x3).
2 o 2

to

Damit wird x? = t? — t + x3, oder
-
x(t) = t2+x3—t2.

Der Definitionsbereich dieser Losung hangt von den Anfangswerten ab. Fir
Xo [Tglist er (0, o). Fur to > Xp verlangen wir dagegen
1
t> t2—-x3>0. 1

[_Drittes Beispiel Betrachte
X = e*sint.

Das Richtungsfeld ist periodisch in t mit Periode 21 und symmetrisch zur
X-Achse, denn fir die rechte Seite gilt f(t,x + 21) = f(t,x) = —f(—t,x). Ist also
& (t) eine L6sung, so sind es auch

d(t+2m),  d(-1),
2 Wir schreiben jetzt eine Lésung der Einfachheit halber als x(t) statt ¢(t).
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Abb 5

Ldésungen zu x = t/x

wie man leicht nachrechnet. — Da e* keine Nullstellen besitzt, konnen wir direkt
zur Separation der Variablen tibergehen und erhalten

() ]
X .
— = sintdt.
X
Also ist e* =cost +c, oder

x(t) = —log(cost +c)

mit der Nebenbedingung, dass cost +c > 0.
Aufgrund von Satzes 3 sind dies alle Losungen der Gleichung. Es ist auch
jedes Anfangswertproblem x(0) = xo l6sbar mit

x(t) = —log(cost + e~ —1).

Diese L6sung existiert fur xo < —log2 fur alle t, und fur xo = —log2 auf
(—T1t,11) mit x(t) - oo fUr t - =+£71. Flr groRer werdendes xp wird dieses
Intervall immer kleiner und konvergiert fur Xo - o gegen 0. 11
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Abb 6 Losungen zu X = e*sint

11.4
Homogene Di LCerknzialgleichungen
Eine Di Cerknzialgleichung der Form
% = h(x/t)

heilRt homogene Di [erknzialgleichung 2 — homogen, weil die rechte Seite invariant
ist unter Skalierung beider Koordinaten mit demselben Faktor. Fur die Funktion
f mit f(t,x) = h(x/t) gilt also

fOM,AX) = f(t,X), A>0.

Umgekehrt definiert jede Funktion f mit dieser Eigenschaft eine Funktion von
x/t, denn dann gilt

f(t,x) = f (1, x/t) Ch{x/t), t>0.

Bemerkung Allgemeiner heil3t eine auf einem Vektorraum definierte Funk-
tion f homogen vom Grad a, falls

f(AU) = A\%F(u), A>0.

So ist x*y" 7K fiir jedes 0 [kl nlhomogen vom Grad n. Die rechte Seite einer
homogenen Di Lerkénzialgleichung ist also homogen vom Grad 0. [1

Eine homogene Di Cerknzialgleichung kann auf eine Di Cerenzialgleichung
mit getrennten Variablen zurtckgefuhrt werden.

8 Nicht zu verwechseln mit der homogenen linearen Di [erknzialgleichung.

11.15
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314 11 — Elementare Differenzialgleichungen

Satz  Sei h stetig auf einem Intervall | und xo/tg [CT1Dannist ¢: lp - R
eine lokale Lésung des Anfangswertproblems

X = h(x/t), X(to) = Xo, (10)
genau dann, wenn
w0~ R wo =20

eine lokale Lésung des Anfangswertproblems

p=AZ2 0 e = 11)

0
to
darstellt. [

1 Dann sind zwei einfache Rechnungen. Ist ¢ Ldésung von (10), so gilt

g = %:Lg_g—h%?_ﬁzh(w)_w
t t t t2 t

t 12
sowie Y(tp) = p(to)/to = Xo/to. Also ist Y Lésung von (11). Ist umgekehrt
eine solche Lésung und definieren wir ¢ durch ¢(t) = ty(t), so gilt

¢ = () =y +td =Y+ (h(W) — ) =h() =h(d/1)
sowie ¢ (tp) = toW(tp) = Xp. Also ist ¢ Ldsung von (10). I
In der praktischen Rechnung substituiert man in der Di Cerknzialgleichung
z = x/t,

was ja auch nahe liegt, denn schliellich ist die rechte Seite eine Funktion dieser
Variablen. Aus x =tz folgt dann x = z + tz und damit

z+tz =Xx=h(z),
und das ist die DiLCerknzialgleichung (11). Der Satz sagt also aus, dass diese

Rechnung korrekt ist.

II_Hrstes Beispiel  Die Di Lerknzialgleichung
K=1+>+ — t#0,
t t2
geht durch die Substitution z = x/t Uber in
. 1+272
Z=
t
Separation der Variablen ergibt
1 ]
dz _ dt
t

1+272

, t=0.

arctanz = =log]|t| +c.
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Dies ergibt z = tan(log|t| + ¢), und durch Ricksubstitution die allgemeine
Ldsung der urspriinglichen Di Cerkénzialgleichung,

¢ (t) =ttan(log|t] +c¢). T

Homogene Di Lerknzialgleichungen sind gelegentlich nicht sofort als solche
zu erkennen. Hier hilft der Test, ob die rechte Seite invariant ist unter gleichzeiti-
ger Skalierung von x und t.

IHweites Beispiel Die Di Lerknzialgleichung

2 2
% = u, t>0
t
ist ebenfalls homogen, denn fir die rechte Seite gilt f(Ax, At) = f(x,t) fir A > 0.

Fir z = x/t erhalten wir

v
) ) tz + t2+1222 —1
z+tz:x:%=z+ 1+ 22,
oder
/1
tz= 1+2z2, t>0.

Dies 16st man nun wieder mit Separation der Variablen. Aus 4.10.24

1 1 — . ]
dz dt
log z+ 1+2z2 = ——= — =logt+c
1+ 22 t
folgt
1
z+ 1+2z2=pt, p=-e®>0.

v
Quadrieren von z—pt = 1+ z2 filhrt schlieRlich zu 2ptz = p?t?—1 und damit
zur L6sung

_pit2-1
b)) = T op

, p>0.
Diese 16sen die Di Cerknzialgleichung fur t > 0, aber man verifiziert leicht, dass
sie tatsachlich die Gleichung fur alle t erfullen.

Die Losungen beschreiben eine Familie von zur x-Achse symmetrischen Pa-
rabeln mit Tiefpunkt bei —1/2p, Nullstellen bei —1/p und 1/p und Brennpunkt
im Koordinatenursprung. Es handelt sich um eine Familie konfokaler Parabeln. 1
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Abb 7 Konfokale Parabeln

11.5
Bernoulli- und Riccati-Gleichungen

Wir betrachten noch zwei weitere Typen elementarer Di Cerenzialgleichun-
gen.

= Die Bernoulli-Gleichung
Diese hat die Gestalt
X = a(t)x + b(t)x®

mit stetigen Koe [ziehtenfunktion und a Rl Mit a =0 und a = 1 erhalten
wir wieder die inhomogene respektive homogene lineare Di Lerénzialgleichung,
also nichts Neues. Daher sei a # 0 und o = 1.

Eine triviale Losung ist x = 0. Legen wir diese beiseite und nehmen x >0
an, so fuhrt die Substitution

y = Xl—a
zu
y =@ —aa(®)x' ™+ (1 - ob(t),
also zu der inhomogenen linearen Di Lerknzialgleichung

y =1 -omat)y + (1 —a)b(t).
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Abb 8 Losungen der logistischen Gleichung

Umgekehrt verifiziert man, dass eine positive Losung y dieser Gleichung mit
x = y(1=9 ejne Losung der urspriinglichen Gleichung ergibt.

Ist a # 1 eine ganze Zahl, so kann man auch noch negative Losungen
betrachten.

Besonders elegant ist die Situation fur a = 2. Hier geht die Gleichung

X = a(t)x + b(t)x>.
durch die Substitution y = 1/x Uber in
y = —a(t)y —b(t).
II_Beispiel  Die letzte Gleichung mit konstanten Koe [ziehten,
X = ax — Bx?, o,B>0,

auch Verhulst- oder logistische Gleichung genannt, beschreibt ein modifiziertes
Wachstumsgesetz. Interpretieren wir x als GréfR3e einer Population und

X

- =a—Bx

” B

als ihre Wachstumsrate, so ist diese fur kleine x ungeféahr a, und wir erhalten
exponenzielles Wachstum. Wird die Population gréRer, verrringert sich ihre
Wachstumsrate proportional dazu. Beim Wert x = a/f3 ist sie Null. Abbildung 8
zeigt das qualitative Bild ihrer Losungen 5.g. 11
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= Die Riccati-Gleichung
Diese hat die Gestalt
% = a(t)x + b(t)x% + h(t)

mit stetigen Koe [ziehtenfunktionen.
FUr h = 0 erhalten wir also eine Bernoulligleichung mit n = 2. Neben der
Nulllésung erhalten wir mit der Substitution y = 1/x alle weiteren Lsungen.
FOr h [COlgibt es keinen allgemeinen Lésungsansatz. Kennt man allerdings
eine ein zige partikulére Losung ¢, so erhalt man fur

y=x—¢
die Gleichung
Yy =X—¢ = ax+bx% —ad —bd?
=a(x— ) +b(x—d)(x+ P)
=ay +by(y +2¢).
Wir erhalten also die Bernoulli-Gleichung
y = (a+ 2bgd)y + by?.
Durch die Substitution y = 1/z geht diese schlie3lich Gber in
z=—(a+2b¢)z — b,
wobei a, b, d im Allgemeinen noch von t abhangen.
I Beispiel  Die Riccati-Gleichung
X=2tx+x%>+2

hat die partikulare Lésung

-1
b=-1

Eine solche findet man Ubrigens, indem man eine Lésung versuchsweise als
Polynom in t oder 1/t ansetzt. Fir y = x + 1/t erhalten wir dann

y = (2t — 2/t)y +y?,
und fur z = 1/y schliel3lich
z=2/t—2t)z—1. 11
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