Wegintegrale

Die entlang eines geradlinigen Weges bei gleichbleibender Krafteinwirkung
geleistete Arbeit ist das Produkt aus zurlckgelegter Wegstrecke und in Rich-
tung dieser Wegstrecke wirkender Kraftkomponente. Will man allgemeiner die
geleistete Arbeit entlang eines beliebigen Weges y innerhalb eines Kraftfeldes v
bestimmen, so ist in jedem Punkt die anliegende Kraft auf den momentanen
Geschwindigkeitsvektor zu projizieren und das resultierende Produkt tiber den
Weg zu integrieren. Dies fuhrt zu einem Integral der Form

)
. iy (1), y (1) [dt

fur die geleistete Arbeit.

Mathematisch kann man den Integranden au [asken als die Anwendung der
Linearform [v], - Cauf den Vektor y. Die Weiterentwicklung dieses Gedankens
fuhrt zum Begri [Cdér Di Cerenzialform, die entlang eines Weges zu integrieren ist.
Dies vermeidet unter anderem die Einbeziehung eines Skalarprodukt und erlaubt
eine koordinatenfreie Interpretation solcher Kurvenintegrale.

Abb 1 Weg in einem Kraftfeld

©°
<
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19.1
Pfa [sche Formen

Sei zunachst V ein Vektorraum endlicher Dimension und V =2 L(V, R) sein
Dualraum, also der Raum aller stetigen linearen Abbildungen V - R.
Definition Eine Pfa [sche Form oder 1-Form ist eine Abbildung
o: VIOvE! x Cax),
die jedem Punkt in ihrem Definitionsbereich eine Linearform zuordnet. [

Pfa [Sche Formen werden auch Di [erknzialformen vom Grad 1 genannt. Fur
die Anwendung einer 1-Form a am Punkt x auf einen Vektor h [CV1schreiben
wir a(x)h oder kurzer a(h), wenn der Punkt x keine besondere Rolle spielt.

Wir beschranken uns auf reellwertige 1-Formen. Komplexwertige 1-Formen
spielen in der Funktionentheorie eine zentrale Rolle und werden dort betrachtet.

II"a. Eine diCerknzierbare Funktion f: V O R definiert eine Pfa [Sche Form
df : vovs! x Cdi(x),
genannt das Di [erknzial von f, indem wir definieren:
df (x)h CDF (x)h = onf(x).

b. Sei v:V [ V ein stetiges Vektorfeld, also eine Abbildung, die jedem
Punkt in seinem Definitionsbereich in V einen Vektor desselben Vektorraumes
zuordnet. Mithilfe eines Skalarprodukt [-] - Cauf V induziert dies eine 1-Form

a, M, -]
c. Insbesondere ist
df = armn
denn aufgrund der Definition des Gradienten ist ja

df(h) =Df h= CIE L] 1111

s Der Standardfall

Wie sehen 1-Formen im Standardfall V = R" aus? Auf dem R" sind die
Koordinatenfunktionen

Tk: R™ - R, T1ik(X) = Xk,
stetig di Cerenzierbar, und es gilt
dmtg(h) = D1ik(h) = hk.
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19.1 — Pfaffsche Formen

Far die Standardbasis ey, ..,e, des R" gilt insbesondere
drk(er) = O, 1 K]l [l

Die Di Lerknziale drty, ..,dTt, bilden also gerade die zur Standardbasis ey, .., en
duale Basis. Bezeichnen wir jetzt vereinfachend die k-te Koordinatenfunktion mit
Xk anstelle von 11, gelangen wir zur folgenden

Definition Die zur Standardbasis e, ..,e, des Vektorraumes R" duale Basis
wird mit dxq, .., dx, bezeichnet. Es gilt also

dxg(e)) = du, 1 K]l [l 1

Jede 1-Form im R" kann damit dargestellt werden als Linearkombination
dieser Basisformen, also als

1
a= ak(X) dx.
k=1
lhre Koe [ziehten sind reelle Funktionen, fir die
ax = a(ex)
gilt.
a. Im eindimensionalen Standardfall hat jede Pfa [sche Form die Gestalt

a = a(x)dx.

Sie ist also durch eine einzige skalare Funktion gegeben.
b. Das Di[erknzial einer C1-Funktion f: R" O R hat die Darstellung

1
df = Ok f (X) dxk,
k=1
denn df(ex) = Dfex = dkf. Die partiellen Ableitungen von f sind also gerade
die Koe [ ziehten des Di [erknzials df beziglich der StaEfE[dbasis.

c. Die im Standardfall durch ein Vektorfeld v = | _; vk(X)ek induzierte
1-Form , ist
1
ay =0, -CF ve(x) dxy,
k=1

denn deren Koe [ ziehten sind oy (ex) = M, exF vk. Dies schreibt man auch
gerne als klassisches Skalarprodukt

ay =vedx

aus v = (v1,..,Vp) und dx = (dxy, .., dxp). 11

12.11.2021 — 15:04 19.3

43



44

19 — Wegintegrale

Schliel3lich erklaren wir noch die Regularitat von 1-Formen.

Definition Eine 1-Form a heilt stetig respektive von der Klasse C", wenn sie als
Abbildung a: V 3 V Sstetig respektive von der Klasse C" ist. [1

FUr eine Basisdarstellung einer 1-Form bedeutet dies, dass samtliche Koe (=1

zientenfunktionen stetig respektive von der Klasse C" sind.

19.2
Kurven- und Wegintegrale

Wir definieren nun das Integral von 1-Formen entlang Kurven so, wie wir
es in der Einleitung skizziert haben. Dabei betrachten wir stickweise stetig
di Cerknzierbare Kurven, die wir in Abschnitt 13.5 wie folgt definiert hatten. Zur
Wiederholung:

Definition Eine stetige Kurve y: | - V ist stiickweise stetig di CerkEnzierbar,
wenn es eine Teilung (t1, ..,t,) des Intervalls | gibt, so dass alle Abschnitte
Ylite.,5q Mit 1 LKl [Cnlstetig di Lerknzierbar sind. Die Klasse aller dieser
Kurven wird mit D(1,V) bezeichnet. [ 1

Insbesondere besitzt die Ableitung einer D'-Kurve in jedem inneren Tei-
lungspunkt links- und rechtsseitige Grenzwerte. Summe und skalare Vielfache
von D*-Kurven sind wieder D1-Kurven. Somit ist D1(l,V) ein reeller Vektorraum.

Da wir es im Folgenden nur mit Integralen zu tun haben, mussen wir die
Teilungspunkte einer D1-Kurve nicht explizit betrachten. Fir die Lange einer
solchen Kurve gilt zum Beispiel

 — v Ly

L(y) = L(Yltertg) = Oy{(t) Cdit = LAt) Cdit,
k=1 k=1 -1 a

denn die endlich vielen Sprungstellen des Integranden an den Teilungspunkten
haben keinen Einfluss auf das Integral 10.12. Ebenso verhélt es sich mit den
Ubrigen Integralen, die wir noch betrachten werden.

Abb 2 Stlickweise stetig di Lerenzierbare geschlossene Kurven

19.4



19.2 — Kurven- und Wegintegrale 45

Nun zur Definition des Kurvenintegrals.

Definition Sei a: V @ V Mdine stetige 1-Form und y: [a,b] - V eine stiickwei-
se stetig di Cerknzierbare Kurve im Definitionsbereich von a. Dann heil3t
=~
y a Iiel1 a(y(t)y () dt

das Kurvenintegral von a langs der Kurve y. [

An jedem Kurvenpunkt y(t) wird also die 1-Form a(y(t)) auf den Vektor
y (t) angewendet. Das Ergebnis ist eine skalare Funktion, die wie Uiblich tber das
Parameterintervall der Kurve integriert wird.

Im Standardfall mit

1 ) 1
a= ax(X) dx, Y= vi()e
k=1 1=1
ergibt dies
e -
o= ak(y(®)yk(t) dt,
Y 2 k=1
da ja

dxk(y) = yidxk(er) = Yk.
I=1

[L_Hin beliebiges Beispiel Sei a = y2dx + dy eine 1-Form auf R2. Betrachte
die Kurvem

yG . [011] - RZ' Vo(t) = (t!to)

fir o > 0. Dann erhéalt man

1 L4l
111
a= %" dx+dy 1,0t°"! ‘gt
0

L]

= (t* +ot° Hdt
0

20+1
_ e o

T 20+1 5

Yo

20 +1°

Das Ergebnis hangt also vom Weg ab, auch wenn alle Kurven denselben Anfangs-
punkt (0,0) und denselben Endpunkt (1,1) haben. 11
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Abb 3

Integrationswege yg
in Beispiel 4 %

rWindungsform  Auf R?\{0} sei
_ xdy —ydx
T ox2+y2
Fur die Standardparametrisierung y des Einheitskreises, also y(t) = (cost,sint)
mit O 123t , erhalt man
= Lok [ I | I__p%,
L= —sintdx+costdy —sint,cost t
\% 0

= (sin?t +cos?t)dt
0

= 2T1.

Ist allgemeiner m [Zlund ym mit ym(t) = (cos mt,sinmt) der m-mal durch-
laufene Einheitskreis, so ist
L] Lok
L= m(sin?t + cos?t) dt = 2rtm.
Ym

Das Integral misst also, bis auf den Faktor 271, wie oft sich y,, um den Nullpunkt
herum windet. Dies gilt auch fir m = 0, denn yjg ist eine Punktkurve, die sich
nicht um den Nullpunkt windet Wie wir noch sehen werden, gilt dies auch fur
jede andere geschlossene Kurve, die nicht durch den Nullpunkt hindurch lauft ;3.
Aus diesem Grund heif3t v auch Windungsform. 111

Wir wollen uns noch davon tiberzeugen, dass unsere Definition des Kurven-
integrals 3 >naturlich< ist. Das heil3t, wir gelangen zu demselben Integral, wenn
wir es durch endliche Summen approximieren. Sei dazu (ti,..,ty) eine Teilung
von [a,b]. Eine zugehdrige Teilungssumme ist dann

1
Wr(a) = a(y(T))(y(t) — Y (tk-1)),
k=1

wobei die Auswertungspunkte tx [Jik-1,tk] beliebig gewahlt seien.
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19.2 — Kurven- und Wegintegrale

Satz Ist o stetig und y stuckweise stetig di Cerkenzierbar, so gilt

i~
Wr(@ - o= amymad,

wenn die Feinheit der Teilung T gegen Null strebt. [

[ Eine stickweise stetig di Cerenzierbare Kurve vy ist rektifizierbar. Es ist
also L [CI{y) < . AuRerdem ist ihre Spur eine kompakte Teilmenge von V. Die
stetige 1-Form a entlang y ist somit gleichmé&Rig stetig 7.32 . Das heil3t, zu jedem
€ > 0 existiert ein & > 0, so dass

€
Lﬁloy@% I Ju—v|<2ad. 1)

Dabei bezeichnet =T ddie durch eine Norm [-Iaduf V induzierte Operatornorm
auf V TEs gilt also |a(h)|] CI&CIEAT Schreibe jetzt

 —
Wr(a) =  aly(t))(y (k) — y(tk-1))
k=1
— Lo
a(y(tw)) . y(t) dt

k—1

k=1

a(y(t))y (1) dt.
k=1 Mt

Dann wird mit der Definition des Wegintegrals 3
- @ [ O
Wr(a)— a= a(y (k) —a(y(t)) y(t)dt.
Y k=1 t—1

Ist die Feinheit von T kleiner als &, so kénnen wir auf jeden Term in eckigen
Klammern die Abschétzung (1) anwenden und erhalten

- abt
(- «a . Ay (Tig) = aly (1)) LAG/TY) Cdr

Y k=1 %
&€
< - DOy (t) Cdi
Loy e
€
= [Oy(t)[dt =
L a

Das war zu zeigen. I

19.7
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48 19 — Wegintegrale

= Invarianz

Das Interessante und Wesentliche am Kurvenintegral ist, dass es unabhangig
von der gewahlten Parametrisierung der Kurve ist.

Lemma Sei a: V O V™dine stetige 1-Form, y: | ~ V eine D'-Kurve im
Definitionsbereich von a und ¢: I— | eine orientierungstreue D?-

Parametertransformation. Dann gilt
1 [

a= a. [
yo¢ Y

i Seien y und ¢ zunéchst stetig di Cerknzierbar. FUr | —= [a b (gilt

I =[a,b] = ¢(F [P(@aad(bDI,

da ¢ die Orientierung erhélt. Fur y —= y = ¢ folgt mit der klassischen Substitu-
tionsregel daher
0 Gl
y a= a(y b))y ch) dt
—
Col _
= a(y (@ (1))y (P ) d(t)dt

Lo Ly (.
= aly)y)ds = a(y@s)y)ds= a.
¢y a v

Mit einer geeigneten Zerlegung in endlich viele Teilintervalle folgt die Behauptung
dann auch fir D-Kurven und D1-Parametertransformationen. [mm

Die Unabhéangigkeit des Kurvenintegrals einer 1-Form von der gewéahlten Pa-
rametrisierung der Kurve erlaubt es uns, dieses auch fir einen Weg zu definieren,
also eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven.

Definition Das Wegintegral einer stetigen 1-Form o entlang eines Weges w ist

definiert als
(| 1
alda,
%

w

wobei y eine beliebige D1-Parametrisierung von w bezeichnet. ]
Bemerkung Man kann das Wegintegral auch flr geeignete stetige Kurven
definieren und stetige Parametertransformationen betrachten. Uns geht es hier

jedoch nicht um mdglichst geringe Regularitatsvoraussetzungen. Daher gehen
wir darauf nicht ein. [
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19.2 — Kurven- und Wegintegrale

Abb 4 Addition von Kurven
Y2

+
Vi Y1+Yy2

= Wegadditivitat

Das Wegintegral E') a ist nicht nur linear beztglich der Di Cerknzialform a,
sondern auch additiv bezlglich des Integrationsweges w. Dazu definieren wir
die Addition geeigneter Wege wie folgt. Seien w; und w> zwei Wege in V, wo
der Endpunkt von wj; mit dem Anfangspunkt von > zusammenfallt, und

vi: [a,b] -V, y2: [c,d] - V

zwei stetige Parametrisierungen dieser Wege. Dann ist y1(b) = y2(c), und wir
kénnen das zweite Parameterintervall noch so verschieben, dass b = c¢. Dann
definiert

L1
), (N
Yityz: [ad] -V, (yi+y2)(®) %Et; j E’CIIEI?I
2(1),

eine stetige Kurve in V. Die zugehorige Aquivalenzklasse definieren wir als

w1 + w2 [ +vy2].

Diese Definition ist unabhangig von der Wahl der Parametrisierungen 4.1 . Sind
zudem w; und w-, von der Klasse D1, so ist es auch w; + >

Ist ferner w = [y], und bezeichnet y_ die in umgekehrter Richtung durch-
laufene Kurve vy, so ist durch —w [J¥_-] der umgekehrt durchlaufene Weg
definiert.

Rechenregeln Seien a: V O V =éine stetige 1-Form und o, w1, W, stuck-
weise stetig di Lerenzierbare Wege im Definitionsbereich von a. Dann

gilt
1 1 1 1 1

a=- a, a= a+ a,
- w wW1+0W2 w1 W2

falls die Summe von w; und w> erklart ist. Weiter gilt

] o %Idw) max [al(p) Lty

wenn die La&nge bezuglich einer Norm 1T duf V bestimmt wird und 14
die zugehérige induzierte Norm auf V "Bezeichnet. [ 1

19.9
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50 19 — Wegintegrale

I Wir beweisen nur die letzte Behauptung, der Rest ist Routine. Mit einer
beliebigen Parametrisierung y: [a,b] - V von w gilt

%jd % Ii_%ﬁi;ltﬁ((v(t))\'/(t) dt %

L [afy )y ()] dt

1 [y (1)) L) Lot
(.
Ll [6(p) Ly [3A(t) L.

Das letzte Integral ist gerade die Lange L(w) von w. [

19.3
Wegintegrale exakter 1-Formen

Die explizite Bestimmung eines klassischen Integrals ist aufgrund des Haupt-
satzes 1016 gleichbedeutend mit dem Au [Cndén einer Stammfunktion. Entspre-
chendes gilt auch fur Wegintegrale, wenn die betre [ende 1-Form exakt ist.

Definition Eine 1-Form a heiRt exakt, wenn es eine C1-Funktion f gibt, so dass
a=df

auf dem gemeinsamen o [eden Definitionsbereich. Jede solche Funktion f
heilt eine Stammfunktion von a. [

[ I-Formen auf einem Intervall  Ist a = a(x) dx stetig auf dem Intervall |
und xo [TJlso definiert aufgrund des Stammfunktionensatzes 1914 *

Cd
f(x) [ a(t)dt, x [T
Xo
eine stetig di Cerenzierbare Funktion f auf I mit der Eigenschaft, dass
df(x) = fi{x) dx = a(x) dx.

Somit ist jede auf einem Intervall stetige 1-Form exakt. 111

! Im Folgenden verwenden wir dt fur das klassische Integral und dx fir 1-Formen.

19.10



19.3 — Wegintegrale exakter 1-Formen

I Hentralfeld auf R"\{0} Eine 1-Form der Gestalt

1
a=¢(XD)T  xkdxk
k=1
mit einer stetigen Funktion ¢: (0,>) - R ist exakt. Eine Stammfunktion f auf
R™\{0} ist zum Beispiel gegeben durch
Lk
f(x) =F(xXDF tp(t) dt.
1

Denn fur die euklidische Norm gilt

d(xXD¥F — dXg, X#0,

k=1

und somit ist
U
df(x) = F{xDd(XD*F (XD xkdxe. [T

k=1

Die Wegintegrale exakter 1-Formen sind nun leicht zu berechnen. Es gilt
folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes 10.16 -

Hauptsatz fur Wegintegrale Ist die 1-Form o exakt mit Stammfunktion f, so
gilt

1 1
a= df =f

w w Wa
far jeden stiickweise stetig di Lerknzierbaren Weg w im Definitionsbereich
von a mit Anfangspunkt ws; und Endpunkt wp. Das Wegintegral einer
exakten 1-Form h&ngt also nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab,
nicht aber von dessem Verlauf. [ 1

i Sei o zundchst Cund y: [a,b] - V eine C1-Parametrisierung von w.

Dann ist f =y ebenfalls stetig di Lerenzierbar, und es gilt

df (y(£)y(t) = DF(y(1)y'(t) = (f = y) (D).
Also ist
[ [ Ll
a= df= df(y(t))y@)dt
w \Y; a
Ly )
= (fey)t)dt=f-y f =fH.
a a y(@) Wa
Mit einer geeigneten Zerlegung in endlich viele Teilintervalle folgt die Behauptung

dann auch fur stuckweise stetig di Lerenzierbare Wege, weil sich die Randwerte
an den inneren Zerlegungspunkten aufheben. 1

19.11
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19 — Wegintegrale

Abb 5

Verschiedene Wege
von p nach g

Die Wegunabhéangigkeit ist somit eine notwendige Bedingung fur die Exakt-
heit einer 1-Form. Die 1-Form in Beispiel 4 und die Windungsform v in Beispiel 5
koénnen deshalb nicht exakt sein.

Wir werden gleich sehen, dass umgekehrt die Bedingung der Wegunab-
hangigkeit auch hinreichend ist, wenn der Definitionsbereich nicht in mehrere
Komponenten zerfallt.

Definition Eine Teilmenge M von V hei3t wegzusammenhangend, wenn es zu
je zwei Punkten in M eine ganz in M verlaufende stiickweise di Lerknzierbare
Kurve gibt, die diese Punkte verbindet. [

Ta. Jedes reelle Intervall ist wegzusammenhéngend.
b. Jede konvexe Menge ist wegzusammenhéngend.
c. R™\{0} ist wegzusammenhangend fir n [Z] nicht aber fur n =1.
d. Nur die Menge rechts in Abbildung 6 ist wegzusammenhangend. 11

O [ede und wegzusammenhéangende Mengen spielen eine wichtige Rolle in
der Analysis und haben deshalb eine eigene Bezeichnung.

Definition Ein Gebiet ist eine nichtleere, o [ede und wegzusammenhangende
Menge. [

Abb 6 Die Menge Q¢ fir e <0, e =0und € >0

19.12



19.3 — Wegintegrale exakter 1-Formen

Ia. Jede nichtleere o [ede konvexe Menge ist ein Gebiet.
b. Die Menge Q¢ = {(u,v):v? > u? —¢} ist nur fiir £ > 0 ein Gebiet.
c. Die Vereinigung zweier Gebiete ist wieder ein Gebiet genau dann, wenn
ihr Durchschnitt nicht leer ist. 11

Das nachste Lemma zeigt, dass hinsichtlich Stammfunktionen die Gebiete in
héheren Dimensionen dieselbe Rolle spielen wie die Intervalle in einer Dimension.

Lemma Auf einem Gebiet Q ist eine di Cerknzierbare Abbildung f: Q - W
konstant genau dann, wenn Df verschwindet. [

mm [1Das ist trivial, unabhangig davon, ob Q ein Gebiet ist oder nicht.
[JFixiere einen Punkt xo [Q und betrachten einen weiteren Punkt
x Q. Es existiert eine stuckweise di Lerenzierbare Kurve y: [a,b] - Q mit

Y () = Xao, y(b) =x.

Dann ist auch g = fey: [a,b] - W stiickweise di Lerknzierbar. Da Df nach
Voraussetzung Uberall verschwindet, gilt also auch stickweise

g't) = Df (y(1))y(t) = 0.

Somit ist g sogar C! und wegen g™—= 0 auch konstant. Also ist g(a) = g(b), was
gleichbedeutend ist mit f(x) = f(xp). Da x beliebig war, ist f konstant auf
ganz Q. [

Auf einem Gebiet ist eine di Lerenzierbare Abbildung somit konstant genau
dann, wenn ihre Ableitung tUberall verschwindet g. FUr eine skalare Funktion
ist dies gleichbedeutend damit, dass ihr Di Cerknzial verschwindet. Somit gilt
folgendes

Korollar Auf einem Gebiet unterscheiden sich die Stammfunktionen einer
exakten 1-Form nur durch eine additive Konstante. [ 1

Wir zeigen nun, dass auf einem Gebiet die Wegunabhéngigkeit von 1-Form-
Integralen auch hinreichend fur die Exaktheit der 1-Form ist.

Satz Sei a eine stetige 1-Form auf einem Gebiet Q. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent.
(i) o ist exakt auf Q.
(i) Das Wegintegral von a ist unabhangig vom Verlauf des Weges.
(iii) Das Wegintegral von a verschwindet fur jeden geschlossenen Weg. [ 1

19.13
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(i) Dl Das ist der Hauptsatz 7.

(if) (i) Ein geschlossener Weg hat denselben Anfangs- und Endpunkt wie
ein punktféormiger Weg. Das Wegintegral tUber einen Punktweg ist aber immer
Null. Also gilt dies auch fur beliebige geschlossene Wege.

(iii) C() Seien w; und w> zwei D-Wege in Q mit gleichem Anfangs- und

Endpunkt. Dann ist w1 — w> ein geschlossener Weg, und es gilt
1 1 1

0= a= o-— a.
wWi1—W32 w1 w2

Das ist gleichbedeutend mit der Behauptung.

(if) 1 Dies ist der wesentliche Teil des Satzes. Da nach Voraussetzung
jedes Wegintegral von a nur vom Anfangs- und Endpunkt abhangt, kénnen wir
eine Funktion f: Q - R durch

[
f(x) C1 a

definieren, indem wir einen beliebigen Punkt xq fixieren und das Integral
Uber einen beliebigen Weg in Q von xp nach x bilden. Zu zeigen ist, dass dies
eine Stammfunktion von a definiert.

Betrachte x Q. Fur alle hinreichend kleinen h liegt [x,x + h] ganz in Q,
und aufgrund der Wegunabhéangigkeit des Integrals ist

PR B
f(x+h)—f(x) = a-— a= a.
Xo Xo [x,x+h]
Parametrisieren wir [x,x + h] durch t X3 th mit O [1T]so folgt
CJ

f(x+h)—f(x)= a(x+th)hdt.
0

Subtrahieren wir a(x)h, so erhalten wir

@D L1
f(x+h)—f(x) —a(x)h = o a(x+th) —a(x) hdt.

Aufgrund der Stetigkeit von a ist aber [a(x +th) — a(x)]h = o(h), also
f(x+h) =fXx) + a(x)h +o(h).

Somit ist f im Punkt x total di Cerenzierbar, und es gilt
df (x)h = Df (x)h = a(x)h.

Somit ist df = a, was zu zeigen war. [l
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Abb 7
[

x

Definition von a
Xo

Xo

Q X+h

19.4
Lokal exakte 1-Formen

Der letzte Satz 9 charakterisiert exakte 1-Formen eindeutig tUber die Weg-
unabhangigkeit. Doch ist das Kriterium wenig praktikabel, da man nicht alle
Wegintegrale Gberprifen kann. Dagegen ist es leicht, eine notwendige Bedingung
zu formulieren.

10 Integrabilitatsbedingung Ist eine 1-Form a = ,_; ax dXx exakt und stetig
di Cerknzierbar, so erflllen ihre Koe [Ziehten die Integrabilitatsbedingung

diax = 0kay, 1 K]l [l 1

I Nach Voraussetzung ist

1
a=df = akf ka
k=1
mit einer stetig di Lerenzierbar Funktion f. Ist a stetig di Cerknzierbar, so sind
alle partiellen Ableitungen von f nochmals stetig di Cerenzierbar. Somit ist f
sogar C2, und mit dem Lemma von Schwarz 1418 gilt

djak = 01(0kf) = ok(a,f) = okay, 1 KNl [nl mm

Definition Eine stetig di Cerknzierbare 1-Form heil3t geschlossen, wenn sie die
Integrabilitatsbedingungen 1o erfllt. [

Korollar Jede stetig di Cerenzierbare exakte 1-Form ist geschlossen. [

11 r—a. Aufdem R? ist udx + v dy geschlossen, falls Oyu = OxV.
b. Somitist y2dx +dy nicht geschlossen, da dy (y?2) =2y # 0 = 0x(1).
c. Die Windungsform v 5 ist geschlossen, denn
1 I N 2 1 1
—X Xc—y y

X2 +y2 (X2 +y?2)? =0y X2 +y?2

Ox
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Abb 8 Sternférmige und nicht sternformige Mengen

d. Aufdem R® ist a = udx+ vdy +w dz geschlossen, falls

Oyw =0V, 0,U = OxW, OxV =0dyu

Dies ist aquivalent zu

1111111

-%%%@%@%ﬂ

Man nennt dies auch die Rotation des Vektorfelds (u,v,w) =" i1

s Das Lemma von Poincaré

Die Frage stellt sich, ob umgekehrt jede geschlossene 1-Form exakt ist. Die
Antwort hierauf hat einen lokalen und einen globalen Aspekt. Lokal ist dies
immer der Fall, wenn das Definitionsgebiet folgende geometrische Gestalt hat.

Definition Eine Teilmenge M des R" heif3t sternformig, wenn es einen Punkt
m [CMl gibt, so dass [m,x] [CM fur alle x M. Jeder solche Punkt m heil3t
ein Zentrumvon M. [

Jede sternformige Menge ist wegzusammenhéangend, aber nattrlich ist nicht
jede wegzusammenhangende Menge sternférmig — siehe Abbildung 8.

I a.
b.

c.
d.
e

Jedes Intervall ist sternférmig bezuglich jedes seiner Punkte.

Die geschlitzte Ebene R? [(Q, =) ist sternférmig mit Zentrum 0.

Die gepunktete Ebene R?\{0} ist nicht sternférmig.

Die Spharen S", n 0] sind nicht sternformig.

Eine Menge ist sternférmig bezuglich jedes ihrer Punkte genau dann,

wenn sie konvex ist. 11

Lemma von Poincaré Jede geschlossene 1-Form auf einem sternférmigen
Gebiet ist exakt. [
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Zunachst eine Voruberlegung. Falls a = df, also

1 1
ax) = ak()dxx = F(x)dxy,
k=1 k=1

so gilt auch

1 | — |
ca(tx)x = ax(tX)xk = O (tX)xk = 0:F (tx).
k=1 k=1
Somit kénnen wir f aus a rekonstruieren, indem wir a(tx)x tber [0,1] inte-
grieren. Diese Beobachtung ist die Grundlage des folgendes Beweises.

[T Beweis des Lemmas von Poincaré  Sei a eine geschlossene 1-Form auf
einer o [eden sternférmigen Menge Q. Durch Translation der Koordinaten kdn-
nen wir erreichen, dass Q sternformig bezuglich O ist. Dann ist

= = —
f(x) = ax)xdt= ay (tx)x; dt
0 0 =1
fur jedes x QI wohldefiniert, denn der Integrationsweg [0, x] istin Q enthalten
und die Koe [ ziehten von a sind stetig di [erenzierbar auf Q. Also definiert dies
eine Funktion f: Q - R.

Da die Koe [Zziehten ak in jeder Variablen xy stetig di [Cerknzierbar sind, ist
es auch f 1419, und wir erhalten oxf durch Di [erknziation unter dem Integral.
Es gilt also

oy —
of(x) = ok (a1 (tx)x;) dt
0121
Ll  — -
= ak(tx) +t  dkai(tx)x dt.
0 I=1

Aufgrund der Integrabilitatsbedingung ist aber dxa; = 0,ax, und weiter ist

1
ax(tx) +t  dak(tx)x) = o (tax(tx)).
I=1

Also erhalten wir insgesamt

: =1
af(x) = . Ot (tak(tx)) dt = tax(tx) > ax(x).

Somit gilt

| U | N
df = akf ka = ak ka =qa.
k=1 k=1

Das war zu zeigen. [

19.17
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Auf sternférmigen Gebieten ist jede geschlossene 1-Form also exakt. Dies
kénnen sehr groRe Gebiete sein. Auf jeden Fall schliel3t es aber kleine Umgebun-
gen eines jeden Punktes ein. Somit erhalten wir folgendes lokales Resultat.

Korollar Jede geschlossene 1-Form ist lokal exakt. [1

Die Frage, wann aus der lokalen auch die globale Exaktheit folgt, betrachten
wir im néachsten Abschnitt.

19.5
Global exakte 1-Formen

Eine geschlossene und damit lokal exakte 1-Form ist nicht notwendigerweise
auch global exakt. Zum Beispiel ist die Windungsform v 5 geschlossen 11 und
daher lokal exakt. Sie ist aber nicht global exakt, da ihr Integral langs dem
geschlossenen Einheitskreis nicht Null ist 5.

Wir wissen bereits, dass notwendig und hinreichend fur die Exaktheit einer
Form die Unabhéangigkeit ihrer Wegintegrale vom Verlauf der Wege ist 9. Als Er-
stes stellen wir nun fest, dass dies fur lokal exakte Formen jedenfalls immer dann
gilt, wenn diese Wege ineinander deformiert werden kdnnen. Hierzu bendétigen
wir den Begri Cdér Homotopie von Kurven.

Definition  Zwei stetige Kurven yo,y1: [a,b] - Q mit gemeinsamen Anfangs-
punkt p und Endpunkt g heiRen homotop in Q, wenn es eine stetige Abbil-

dung
h: [0,1] x[a,b] - Q, (s,t) [h(k,t) [Chy(t),
gibt, so dass

ho = vo, h1=v1
sowie hs(a) =p und hs(b) =q furalle 0 Cs1CT1 [ 1

FUr jedes s []0,1] ist also hg eine stetige Kurve von p nach q innerhalb
von Q, die fir s = 0 mit yo und fir s = 1 mit y; Ubereinstimmt. Da h auch
stetig in s ist, erhalten wir eine stetige Deformation der Kurve yq in die Kurve y1,
wobei die Endpunkte fixiert sind. Wichtig ist, dass diese Homotopie ganz in Q
verlauft. Die Kurven ys dirfen nicht Uber >L6cher<in Q hinweggezogen werden —
siehe Abbildung 9.
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Abb 9 Homotopie von yo und y1 in Q

1-8ind yo,y1: [a,b] - Q zwei Kurven in Q mit gemeinsamen Anfangs- und
Endpunkt, und gilt

[yo(t) va(1)] <3 0 CEICT)
so sind sie homotop mittels der Homotopie h: [0,1] % [a,b] - Q mit
h(s,t) = (1 —s)yo(t) +sy1(t). o

Da wir entlang den Kurven in einer Homotopie integrieren wollen, bendtigen
wir noch etwas mehr als nur deren Stetigkeit.

Definition Zwei Kurven yo,y1: [a,b] - Q mit gleichem Anfangs- und End-
punkt sind D'-homotop, wenn es eine Homotopie h: [0,1] x [a,b] - Q
dieser Kurven gibt, die auf jedem horizontalen oder vertikalen Schnitt des
Rechtecks [0,1] x [a,b] stiickweise stetig di Cerenzierbar ist. [

Ein horizontaler Schnitt ist hierbei eine Teilmenge
{s}><[a,b] [0,1] = [a,b].
Entsprechend sind vertikale Schnitte erklart.

Homotopiesatz Sei a eine lokal exakte 1-Form auf Q. Dann gilt

Yo Y1

wann immer die Kurven yo und y; D'-homotop in Q sind. [

19.19
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Abb 10  Zum Beweis des Homotopiesatzes

s VN
h Ok

mmm Sei Q = [0,1] < [a,b] und h: Q -~ Q eine D*-Homotopie von yg und
y1 in Q. Zuerst zeigen wir, dass sich Q so in endlich viele achsenparallele
Rechtecke zerlegen lasst, dass a auf dem Bild jedes dieser Rechtecke exakt ist.

Angenommen, dies ist nicht mdglich. Dann kénnen wir eine fallende Folge
abgeschlossener Rechtecke Q [CQh QL [_1konstruieren, jedes ein Viertel so
grold wie das vorangehende, so dass a auf dem Bild von Qg keine Stammfunktion
besitzt. Der Durchschnitt aller Qi ist dann ein Punkt r Q. Nach dem Lemma
von Poincaré 17 ist aber o in einer o Ceden Umgebung U von h(r) exakt. Diese
Umgebung enthalt aber die Bilder der Qi mit k hinreichend grof3. Somit erhalten
wir einen Widerspruch.

Es gibt somit Teilungen (s1,..,5m) von [0,1] und (ti,..,t,) von [a,b] so,
dass a in einer Umgebung des Bildes jedes Rechtecks

Qik = [Si-1,8i] > [tk-1, t], 1 00 m, 1 CKifn)

exakt ist. Wir zeigen nun, dass die Integrale entlang der Kurven y; [Chl, fur
sukzessive Teilungspunkte unverandert bleiben, also
1 [
a= q, 1000 m,
Yi-1 Yi
gilt. Daraus folgt dann die Behauptung.
Betrachte dazu die Kurvenabschnitte

Yik = h(si, ) s ]’ 1 CKICn)
k—1,1]
sowie die Verbindungskurven
Uk:h(',tk)% , 0 K1l
[si-1,si]

Diese sind samtlich stiickweise stetig di Lerenzierbar, und es gilt
Yi-1k ¥ Ok = Ok-1 +VYik-
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Gemeinsam bilden diese Kurven den Rand des Bildes des Rechtecks Qix
unter h. Nach Konstruktion ist a exakt in einer Umgebung dieser Menge, und

daher das Wegintegral entlang beider Kurven gleich. Es gilt also
1 1 1 1

a+ a= a+ a.
Yi-1k Ok Ok—1 Yik

Da dies fur jedes 1 [K1[nlgilt, ergibt Aufsummieren Uber k und Kurzen der
Integrale Gber o3, ..,0m-1 die Gleichung
= L B
a+ a= a+ a. 2)
k=1 Yi-1k Om Oo k=1 VYik
Die Integrale Gber op und o, sind aber Null, da es sich um Punktkurven handelt.
Also folgt
L] — — L
o= o= a= o.
Yi-1 k=1 Yi-1k k=1 Yik Vi
Da wir in endlich vielen Schritten von yo zu y; gelangen, ist damit alles bewie-
sen. [

Der Homotopiesatz gilt fir beliebige D*-homotope Kurven mit festem
Anfangs- und Endpunkt. FUr geschlossene Kurven kann man aber diese letzte
Forderung fallen lassen. Dies fuhrt zum Begri Cder freien Homotopie.

Definition  Zwei geschlossene Kurven yp,y1: [a,b] - Q heien frei homotop
in Q, wenn es eine stetige Abbildung

h: [0,1] < [a,b] - Q, (s,t) [h(k,t) = hg(t),
gibt, so dass

ho = vo, h1 =i,
und jede Kurve hg fir O Cs1Tlgeschlossenist. [ 1

Alle Kurven hs der Homotopie verlaufen also in Q und sind geschlossen.
Frei D'-homotope Kurven sind analog zu D*-homotopen Kurven definiert.

Freier Homotopiesatz Sei a eine lokal exakte 1-Form auf Q. Sind yp und y1

zwei geschlossene, in Q frei D-homotope Kurven, so gilt
1 1

a= a. L1

umm Der Beweis ist identisch mit dem letzten Beweis, bis auf die Bemerkung
Uber die o-Integrale in (2). Diese sind nicht Null, sondern gleich. Die Folgerung
hieraus gilt also ebenfalls. (I
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Abb 11 Freie Homotopie von yp zu einer Punktkurve y1

Yo

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich fur nullhomotope Kurven.
Dies sind geschlossene Kurven, die frei homotop zu einer Punktkurve sind. Da
das Kurvenintegral einer beliebigen 1-Form tber eine Punktkurve verschwindet,
erhalten wir folgenden

Satz Ist o eine lokal exakte 1-Form auf Q, so ist
[

a=0
%

fir jede in Q D!-nullhomotope Kurve y. [

Wir kommen nun zuruck zu der Frage, wann eine lokal exakte 1-Form auch
global exakt ist. Wir wissen bereits, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
ihr Wegintegral entlang jedes geschlossenen Weges verschwindet . Aufgrund
des letzten Satzes ist dies sicher immer dann der Fall, wenn jede geschlossene
Kurve nullhomotop ist. Dies ist nun eine rein topologische Frage und betri (11
ausschliefdlich die Geometrie des Gebietes.

Definition Eine wegzusammenhangende Teilmenge M in R" hei3t einfach
zusammenhangend, wenn jede geschlossene Kurve in M nullhomotop ist. [ 1

Abb 12 Einfach zusammenhéangende Menge, und nicht

19.22



15

195 — Global exakte 1-Formen 63

Eine sternférmige Menge ist einfach zusammenhéngend.

Die Spharen S" sind einfach zusammenhéangend fir n 2]

Der punktierte Raum R3\{0} ist einfach zusammenhangend.

Die punktierte Ebene R2\{0} ist nicht einfach zusammenhé&ngend.
Ebensowenig ist die Kreislinie S einfach zusammenhéngend.

Der Raum R3 ohne eine der Koordinatenachsen ist ebenfalls nicht ein-
fach zusammenhéngend. 11

.-h.m_O-.O.UE

Satz  Auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet Q ist jede lokal exakte

1-Form auch global exakt. Insbesondere gilt
[

a=0
Y

fiir jede geschlossene D!-Kurve in Q. [

i Das Wegintegral einer lokal exakten 1-Form entlang eines beliebigen
geschlossenen Weges ist invariant unter freien Homotopien. In einem einfach
zusammenhéangenden Gebiet ist jede solche Kurve nullhomotop, und damit jedes
solche Wegintegral Null. Also ist die lokal exakte 1-Form auch global exakt g. [T

Bemerkung Der letzte Satz bietet auch eine Mdglichkeit zu zeigen, dass
ein Gebiet nicht einfach zusammenhéangend ist. Dies ist der Fall, wenn das Wegin-
tegral einer geschlossenen 1-Form entlang eines einzigen geschlossenen Weges
nicht Null ist. Eine geeignete 1-Form hierfir ist meist die Windungsform v 5. [

Als letzten Satz erwéhnen wir eine Anwendung aus der klassischen Mechanik.
Tatsachlich standen solche Anwendungen am Anfang der Entwicklung des Kalkiils
der Wegintegrale.

Satz  Auf einem einfach zusammenh&angenden Gebiet im R? ist jedes stetig
di Cerknzierbare Vektorfeld V mit = 0 ein Gradientenfeld, also

V= [
mit einer zweimal stetig di Cerknzierbaren Funktion U. [

mm Die Bedingung = 0 ist gleichbedeutend damit, dass die dem
Vektorfeld V mittels des Standardskalarprodukts zugeordnete 1-Form ay ge-
schlossen ist 11 . Also ist ay lokal exakt. Auf einem einfach zusammenhangenden
Gebiet ist sie dann auch global exakt 15. Es gibt also eine stetig di Lerknzierbare
Funktion U mit dU = ay . Dies ist aber gleichbedeutend mit

LU¥EV.

Da auRerdem V Clist, ist U selbst C2.
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