Reihen

Unendliche Summen

1
ag =aigtax+...

k=1
reeller oder komplexer Zahlen sind Folgen besonderer Art. Da man nicht sdmt-
liche Glieder einer Folge (ax) auf einmal summieren kann, steht eine solche
Summe genauer fur die Folge der Partialsummen

1
Sh = ag, n 1]
k=1
die man in gewohnter Weise untersuchen kann.
Ubrigens kann man jede Zahlenfolge (an) auch als Partialsummenfolge der

Reihe

1
a;+ (ak—ak-1)
k=2

au [asken, denn es ist ja

1
sn=ar+ (ak —ak-1) = an.
k=2
Folgen und Reihen sind somit im Grunde zwei Erscheinungsformen ein und der-
selben Sache. Reihen sind allerdings in vielen Zusammenhéangen das naturlichere
Objekt - die Stichworte Potenzreihe, Taylorreihe und Fourierreihe sollen an dieser
Stelle geniigen.
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6.1
Konvergenz

Eine Zahlenreihe oder kurz Reihe ist ein Ausdruck der Form

) B |
ak =a; +ax + ..
k=1

mit reellen oder komplexen Gliedern ag. Die endlichen Summen

| N |
sn [ ayg, n [TI]
k=1

heilRen die n-ten Partialsummen dieser Reihe.

Definition Die Reihe ,_; ax heifldst konvergent, wenn die Folge ihrer Partial-
summen konvergiert. Ihr Grenzwert heil3t Wert dieser Reihe, es gilt dann

) | | N |
ax [CIim ak.

n-oo

k=1 k=1

Konvergiert die Folge der Partialsummen dagegen nicht, so heil3t die Reihe
divergent. [1

Die Summation kann nattrlich auch bei jedem anderen Index beginnen,
r]EII nur bei 1. Kommt es auf den Startindex nicht an, schreibt man auch kiirzer

k Ak -
Bemerkung Eigentlich ist zu unterscheiden zwischen der formalen Reihe

1
ak,
k=1
deren Konvergenz noch nicht fest steht und die auch divergieren kann, und der
konvergenten Reihe

i | 1
ax = lim ak.

n-oo

k=1 k=1

Die formale Reihe steht fir die Folge ihrer Partialsummen, unabhangig von deren
Konvergenz, die konvergente Reihe fiir deren Grenzwert, wenn er existiert. Dieser
Unterschied kommt in der allgemein Ublichen Notation fur Reihen nicht zum
Ausdruck. [1
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6.1 — Konvergenz

I Beispiele  Die Partialsummen der Quadratreihe

4] 1.1
=1+ 2 + 9 + ..
k=1 K
sind monoton steigend, da alle Summanden positiv sind. Sie sind auch beschrankt,
denn
i B — DY =, =
— [ = - E =1- ﬁ <1.

2 — - —
e K e K(k=1) |, k-1

Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergieren die Par-
tialsummen, und die betrachtete Reihe ist konvergent. Ubrigens wusste bereits
Euler, dass

7_1'[72 1
6

5=
k=1 k
—_Die geometrische Reihe
1
q<=1+q+q*+..
k=0
konvergiert fur |q| < 1. Denn fir die Partialsummen gilt ja 313
1 1_gn+?
<= i , q=1
k=0 1-q
Fur |g] < 1 gilt g"** - 0 510. Mit den Grenzwertgleichungen s; folgt die Kon-
vergenz der Partialsummen, und wir erhalten
=
k=0 1-g
Fur |g| Cist die Reihe dagegen o [edsichtlich divergent. 11

lql < 1.

s Zwei elementare Kriterien

—1
Cauchykriterium Die Zahlenreihe | ax konvergiert genau dann, wenn es
zu jedem € > 0 ein N [Tlgibt, so dass

™1
ak €, m>n [Nl —1

k=n+1
o Wegen
1
|Sm —sn| = ag m > n,

k=n+1

ist dies gerade das Cauchykriterium 55, fir die Folge der Partialsummen (sp). [l

12.04.2021 — 16:37 6.3
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1
Nullfolgenkriterium Ist die Reihe | ax konvergent, so bilden ihre Glieder
ax eine Nullfolge. [

i Konvergiert die Folge der Partialsummen, so folgt fur an = sp — Sp—1
aus den Grenzwertgleichungen s g

limap = lim(sn —sp-1) = limsy — limsp—; = 0. [T

Konvergieren die Glieder ax nicht gegen 0, so ist die Reihe I%Ik also
divergent — und in dieser Form wird dieses Kriterium angwandt.. Denn das
Nullfolgenkriterium ist naturlich nicht hinreichend fur die Konvergenz einer
Reihe, wie das folgende Beispiel zeigt — das ware ja auch zu einfach, und dieses
Kapitel ware Uberflussig.

—Die harmonische Reihe

Tt 1.1
— =14+ -+ =+
k:lk 2 3

ist divergent. Denn die Partialsummen sind monoton steigend, aber es gilt

31 n

Son — Sn = Sl =

1
K omn_o2n 2 MHH
k=n+1 k=n+1 n n

Sie bilden somit keine Cauchyfolge. Vielmehr konvergiert die harmonische Reihe
uneigentlich gegen oco. (11

Die Grenzwertséatze fur Folgen Ubertragen sich auf dem Weg tiber_die Parti-

men zu entsprechenden Satzen fur Reihe ind zum Beispiel | ax und

k bk konvergente Reihen, so ist auch die Reihe | (Aax + pbk) konvergent, und
es gilt

—1 —1 —1
(Aag+pb) =A  ax+p by
K K K

Wir fuhren das nicht weiter aus.

I"Rdr |g] <1 und n [COlist

qk: qn+k:qn qk — . 1

6.4
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6.2
Absolute Konvergenz

In einer endlichen reellen Summe ist es kein Problem, die Reihenfolge der
Summanden beliebig zu andern - die Summe andert sich dadurch nicht. In einer
unendlichen Reihe ist dies aber keineswegs immer so. Dazu bedarf es einer
starkeren Form der Konvergenz.

—1
Defin% Eine Reihe | ax heildt absolut konvergent, wenn ihre Absolutreihe
k lak| konvergiert. Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe
hei3t bedingt konvergent. [

Satz von der absoluten Konvergenz Eine Reihe ist absolut konvergent genau
dann, wenn ihre Absolutreihe beschrankt ist. Jede absolut konvergente
Reihe ist auch konvergent, und es gilt die Dreiecksungleichung

1
H a1 laxl. 1

k=1 k=1

1 Die Folge der Partialsummen der Absolutreihe Ik:kallkl ist monoton
steigend. Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergiert
sie genau dann, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall erfullt sie auch das
Cauchykriterium. Wegen

Il I lll I
ax %Il lax|

k=n+1 k=n+1

—1
erfullt dann auch die Reihe | ax das Cauchykriterium ,, ist also konvergent.
Fur jede endliche Summe gilt auBerdem

N |
— akH—1 |ak]|.
k=1 k=1

Da die rechte Seite monoton mit n steigt und konvergiert, gilt dann auch

i 1
— ax =1 |ax]|, n 1l

=1 k=1

Da die Partialsummen auf der linken Seite konvergieren, folgt durch Grenztber-
gang die allgemeine Dreiecksungleichung. [

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht — sonst ware der Begri [C_der absoluten
Konvergenz ja auch nicht nétig. Eine Reihe kann also konvergieren, wahrend
ihre Absolutreihe divergiert. Das klassische Beispiel hierfir ist die alternierende
harmonische Reihe, die wir weiter unten betrachten ;7.

6.5
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Wir beschreiben nun genauer, in welchem Sinn absolut konvergente Reihen
in beliebiger Reihenfolge aufsummiert werden kdnnen. Eine Umordnung einer
Reihe | ak ist gegeben durch eine Bijektion

o: NN,

1
die zugehdrige umgeIQ_Ldpete Reihe ist | ag ). Es treten also genau dieselben
Summanden wie in ax auf, nur in anderer Reihenfolge. Interessant ist dies
naturlich erst, wenn unendlich viele Summanden umgeordnet werden.

1
Umordnungssatz Ist die Reihe | akx absolut konvergent, so ist auch jede
Umordnung dieser Reihe absolut konvergent, und der Wert der Reihe
andert sich nicht. [

1
m Sei o @ N - N eine beliebige Bijektion. Da die Reihe | —ax absolut
konvergiert, existiert zu jedem € > 0 ein N [I]so dass

™ 1
lak] <&, m>n [N

k=n+1
Dann gilt mit n =N und m - oo auch

1
lax] CE]
k=N+1
Die Glieder aj, ..,an haben in der umgeordneten Reihe | @5 maximal den
Index M =max{c (1),..,0(N)}. Fir n [CNlund m [CM gilt dann

E:I L . —
ax—  ag lax] C£]1 )
k=1 k=1 k=N+1

denn in der Di Cerknz heben sich die Glieder a;, .., an auf, wahrend jedes weitere
Glied sich entweder ebenfalls aufhebt oder genau einmal vorkommt. Durch
Grenzubergang n - oo erhalten wir hieraus
E: ™1

ak — Ao (k) m M. )
k=1 k=1

Da zu jedem € > O ein solches M existiert, folgt die Konvergenz der umgeordne-
ten Reihe gegen den Wert der urspriinglichen Reihe. Es gilt also

1 1
Ao (k) = ak.
k=1 k=1

Bleibt noch zu zeigen, dass auch die umgeordnete Reihe absolut konvergiert.
Dazu genligt es zu bemerken, dass (1) und (2) mit demselben Argument auch fur

6.6
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die Betrage gilt, also

éj 1
lakl = laswl m ML
k=1 k=1

L1
Also ist k,:ﬂ%o(k) %eschrankt und damit konvergent. [l

Dass dieser Satz nicht selbstverstandlich ist, verdeutlicht der komplementa-
re Satz Uber bedingt konvergente Reihen.

Riemannscher Umordnungssatz  Ist eine reelle Reihe konvergent, aber nicht
absolut konvergent, so existiert zu jeder reellen Zahl s eine Umordnung
dieser Reihe, die gegen s konvergiert. [ 1

mm Beweisskizze Setze

L1 L]
, Lal arm Lol aro)

a = a =
I%,' a<o, l:—'a, a<no.

Somit sind a* und a™ nicht-negativ, und a=a*—a und |a]=a*+a".
Betrachte nun

1 1 r 1
aKk= a — &
k=1 k=1 k=1

Die linke Seite konvergiert fur n - oo nach Voraussetzung. Wurde einer der
beiden Reihen auf der rechen Seite konvergieren, dann auch die andere. Konver-
gieren aber beide, so konvergiert auch

|‘_+I r 1 r 1
a + a, = laxl| .
k=1 k=1 k=1

die Reihe ware also absolut konvergiert. Da dies nicht der Fall ist, gilt also

Dies ist die entscheidende Beobachtung.
Sei nun s > 0 eine beliebige reelle Zahl. Wir setzen sg = 0 sowie Kg = Kg =0
und definieren induktiv

L1 . —
Sh =Sp_1 t+ ay, Sn =Sn — a, n TI]
K} _ <k KA Kh_1<k K7

wobei

6.7
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L1 1 L1
K, Cmin K : s, + ag>s ,
K/_, <k K1
- ™ O
Ky Cmin K : s} — ag<s
K, <k [KJ

Da die hier auftretenden Summen fur K - oo divergieren, sind die betrachteten
Mengen nicht leer und K/ und K;; wohldefiniert. Aus dieser Konstruktion folgt
s, <s <s;} fur alle n mit

sp—s [a}., s —s, [ak..

Wegen KF - oo und an - O fir n - oo zeigt dies, dass s;; und s; gegen s
konvergieren. [0

6.3
KonvergenzKriterien

Das einfachste Konvergenzkriterium ergibt sich aus dem Vergleich giner
Reihe mit einer konverlgin}en Majorante. Dabei heif3t eine reelle Reihe |, b
Majorante einer Reihe |, an, wenn

lan| b4

fur alle hinreichend grofRen n gilt. O Cedsichtlich ist notwendigerweise b, [Ql
fur alle diese n.

Majorantenkriterium  Besitzt eine Reihe eine konvergente Majorante, so ist
sie absolut konvergent. [ 1

umm Nach Voraussetzung existiert ein N 1] so dass

lan] 1 by, 1 bp < oco.
n=N n=N n=N

1
Also ist die Absolutreihe |, |an| beschrénkt, und die Behauptung folgt mit dem
Satz von der absoluten Konvergenz 5. [

Die Kontraposition dieses Satz ist das entsprechende

6.8
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Minorantenkriterium  Besitzt eine Reihe eine divergeF_t_eJl\/Iinorante - gilt
also W Q1 fur fast alle n und divergiert |, b, —, so divergiert
auch jan. [1

Die Wahl spezieller Majoranten fuhrt zu handlichen Konvergenzkriterien.
Besonders einfach und praktisch sind das Wurzel- 1o und das Quotientenkrite-
rium 11, die auf der geometrischen Reihe als Majorante beruhen. Dabei greifen
wir auf die Definition der n-ten Wurzel vor, die erst in Abschnitt 7.21 erfolgt.
Die Ergebnisse dort sind aber unabhangig von diesem Kapitel, so dass kein
Zirkelschluss vorliegt.

- - - - l -
Wurzelkriterium  Konvergiert die Folge (" |an|) und gilt
1
r!im "lan| <1,

—1
so ist die Reihe |, an absolut konvergent. Gilt dagegen
—
r!im "lan| =1,

so ist diese Reihe divergent. [ 1

i Im ersten Fall existiert ein g mit 0 <q <1 und ein N [I] so dass
—1
"lan] <9 <1, n N1

1
Also gilt |ay| Cqgf fur n %)Hd die geometrische Reihe " bildet eine
konvergente Majorante zu ,a,. Im anderen Fall ist |a,| [CIIfur fast alle n.
Somit bilden die a, keine Nullfolge, und die Reihe divergiert 3. [

I[I_Beispiel FOr z CClund r > 0 betrachte man die Reihe

Nz"=z+222+3z23+ .. .

n=1

Man erhalt 5 13
— O
- n r n — - n —

it nrlel” = fim ozl = el
Somit ist die Reihe absolut konvergent fur |z| < 1, und divergend fur |z] > 1.
FUr |z] =1 macht das Wurzelkriterium keine Aussage. 111l

Quotientenkriterium  Gilt ap # 0 fur fast alle n und konvergiert die Folge
sukzessiver Quotienten mit

a
lim [an+a]

<1
n - oo |an|

6.9
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1
so ist die Reihe , an absolut konvergent. Gilt dagegen

. a
lim I n+1|
n-e |an]

>1

so ist diese Reihe divergent. [ 1

i Im ersten Fall gibt es ein g mit 0 < g <1 und ein N [I]so dass

a,
Mlﬁkl, n CN

[anl

Also ist |an+1| Cgdan| fur n NI Mit Induktion folgt hieraus
lan] L™ Janl =cq”,  n [N

1
mit der Konstanten ¢ = q~N |ay|. Also ist ,cq" eine konvergente Majorante.
Im anderen Fall gibt es ein N [1I] so dass |an| [Jdn-1| [ [CJan]| > 0 fur
n [NI. Somit bilden die a,, keine Nullfolge, und die Reihe divergiert. [

12 —Die Exponenzialreihe
72 283
exp(z) 1 —=1+z+ -+ —+
o N! 21 3!

ist fur jedes z [Clabsolut konvergent. Fur z = 0 ist dies trivial, und fur z #0

gilt
lancal _ 1zI™ nt _ Jz] h o
lan] (n+1)!z|" n+1 ' '
Dasselbe Ergebnis erhalt man auch mit dem Wurzelkriterium, denn
—1
2 I
lan| = — =¥»— -0, n- oo, [T
n! n!

Konvergieren im Wurzel- und Quotientenkriterium die entsprechenden Aus-
dricke gegen 1, so ist vollig o [ed, wie sich die Reihe verhalt. Dann missen
andere Kriterien herangezogen werden, wie zum Beispiel das

13 Verdichtungskriterium  Sei (an) eine monoton fallende Nullfolge. Dann
haben die beiden Reihen

L1 L1
an, 2“a2n.
n 11 n 1

dasselbe Konvergenzverhalten. Das heif3t, beide Reihen sind entweder
absolut konvergent oder divergent. [ 1

6.10
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i Sei m Q1 Auf Grund der Monotonie der an gilt

—1 —1 —1
apma 1 ax 1 aom,
2m<k 2+ 2M<k [2M+1 2m<k [2M+1
also
—1
2Magme [ ax [(2Taom.
2M<k 2m+1

Summieren wir tiber m =0, .., n, so erhalten wir

—1 2/ v/
2Xae1 1 ax 1 2Ka.
k=0 k=2 k=0

Konvergiert die rechts stehende Reihe, so konvergiert auch %Ik. Konvergiert
letztere Reihe, so konvergiert auch die linke Seite, und damit auch wieder die
rechte Seite. Im Fall der Divergenz argumentiert man ebenso. Somit haben beide
Reihen dasselbe Konvergenzverhalten. i

II_Betrachte die allgemeine harmonische Reihe

41 1 1
+

o -ltogtog
n EJ:P 2 3
fir a > 0. Das Wurzel- und das Quotientenkriterium sind nicht anwendbar, denn

:Li@

"an = V= -1
n
und
[ R B
a n—1)% 1
an _ (=D _ 17
an—1 n n
Ihre verdichtete Reihe ist
11 1 ) N | 1
on. — on—on — (21—a)n_
n=0 (2n)0( n=0 n=0

Wegen 217% < 1 fur a > 1 konvergiert die allgemeine harmonische Reihe also
fur a > 1. Ihre Divergenz fur a [Tlist ohnehin klar, da dann die harmonische
Reihe eine divergente Minorante ist. 111l

Die allgemeine harmonische Reihe konvergiert langsamer als die geome-
trische Reihe. Als Majorante liefert sie daher ein Konvergenzkriterium, dass
in Situationen hilft, wo das Wurzel- oder Quotientenkriterium keine Aussage
ermoglichen. Dies fuhrt zum

6.11
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1
15 Raabe-Kriterium Eine Reihe | an mit positiven Gliedern ist konvergent,
wenn es ein a > 1 gibt, so das
an+1 T} o
an n
fur fast alle n. Gilt dagegen

an n

an+1 T} 1

fur fast alle n, so ist die Reihe divergent. [

i Gilt die Ungleichung fur alle n [N, so folgt induktiv

k=N
Also gilt mit einer hinreichend groRen Konstanten c fur alle n
= U
an+ el 1- PR
k=1
Es gilt aber

4 U
1—- a IZJF n 11
_ k no
k=1
Fir n =1 ist dies richtig, und der Induktionsschritt von n — 1 auf n reduziert
sich auf

1 I:IO(III

— 1-— .
(n—1)¢ n no
Dies ist aber aquivalent zur Bernoullischen Ungleichung
1
a F-qled T L
1- -+ = 1-—- .
n n n
Somit ist ein Vi%hes der allgemeinen harmonischen Reihe eine konvergente

Majorante fiir |, an. Die Divergenzbehauptung folgt analog. [

["Beispiel Betrachte die Reihe
L1k. .(2n-1)

arrf4-(@n +2)

Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder ist
an+1 2n +1
qn = = .
an 2n+4

Da dieser gegen 1 konvergiert, ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.
Wegen

2n+1_ 3 4
2n+4 2n+4 3n

6.12
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ist aber das Raabe-Kriterium anwendbar, die Reihe also konvergent. 111l

Die bisherigen Konvergenzkriterien betre [ef die absolute Konvergenz. Die
bedingte Konvergenz ist subtiler. Daher erwdhnen wir nur das einfachste Kriteri-
um flr sogenannte alternierende Reihen. Dies sind reelle Reihen der Form

1
(—-D"ap,=apg—a;+ax— ..
n=0
mit a, [CQlftr alle n.
Leibniz-Kriterium Ist (an) eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert
die alternierende Reihe
1
(—D"apn=ap—a;+ax—... I
n=0
[ Far die Partialsummen dieser Reihe erhalten wir
Son+1 — S2n—1 = @zn — Azp+1 Q]
Szn+2 — Sz2n = @zn+2 — azn+1 Q)
S2n+2 — Sz2n+1 = @zn+2 O

Es gilt also

s1 [sal 1 0sah—1 [Sah+r [Sah+o sy 1 0sd sS4, n [Tl

Die >ungeradenc< Partialsummen sind also monoton steigend, die >geradenc< Par-
tialsummen monoton fallend, und beide sind beschrankt. Somit konvergieren
(s2n) und (s2n-1) . Wegen

0 [szh —spn-1 = app O
haben sie auch denselben Grenzwert. Also konvergiert die gesamte Reihe. 1111

T—Die alternierende harmonische Reihe

1
(—1)”+11:1—1+1—1+
n 2 3 4

n=1

konvergiert nach dem Leibnizkriterium 15, denn 1/n [Q. Ihr Wert ist Ubri-
gens log2. 111
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Abb 1

Absolute und gleichmaRige

Konvergenz auf Dy (a) Dr (2) “

o

6.4
Potenzreihen

Eine Reihe der Gestalt
—1

an(z—a)"
n O]

mit komplexen Koe [ziehten heil3t komplexe Potenzreihe um den Entwicklungs-
punkt a. Sind die Koe [ziehten a, und a wie auch die Variable z reell, so spricht
man von einer reellen Potenzreihe. Die Theorie fur beide Arten von Potenzreihen
ist jedoch dieselbe. Wir betrachten daher von vornherein den komplexen Fall und
sprechen einfach von Potenzreihen.

Bei Potenzreihen stellt sich die Frage der Konvergenz der Reihe eigentlich
fur jedes einzelne Argument. Tatséchlich sind die Verhéltnisse aber wesentlich
einfacher.

Lemma Konvergiert die Potenzreihe

—1
@)= a@z-a)"
n [0
in einem Punkt zo [C] so konvergiert sie auch in jedem Punkt z [C]
mit
|lz—a] &b —a]. [ 1
Die Konvergenz ist sogar gleichmaRig auf jeder Kreisscheibe |z —a| Crmit

r <|zp —a|. Aber dieser Aspekt wird uns erst spater beschéaftigen, wenn es um
Fragen wie Stetigkeit und Di Cerkenzierbarkeit geht.

i Konvergiert ¢ im Punkt zg, so bilden die Koe [Ziehten von @(zp) eine
Nullfolge. Es gilt also

¢ =sup|an(zo —a)"| < oo.
n 1

6.14
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Mit diesem c gilt somit

c
|an| ol n [CQl
izo—a|

Betrachten wir nun einen beliebigen anderen Punkt z mit |z —a| [Tk |zo0 —a],
so ist dort

lan(z —a)"| Clan|r" o—al" =cq"

r
qg=——-—<1.
|zo —al
Somit besitzt die Potenzreihe fur alle diese z eine konvergente geometrische
Reihe als gemeinsame Majorante, und es ist alles gezeigt. (T

Dieses Lemma beinhaltet folgende Umkehrung. Divergiert die Potenzreihe
in einem Punkt zp, so divergiert sie in jedem Punkt z mit |z —a| > |zo — a].
Denn konvergierte sie in z, so musste sie ja aufgrund dieses Lemmas auch in
zo konvergieren. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass jede Potenzreihe einen
eindeutigen Konvergenzradius besitzt.

Konvergenzsatz fur Potenzreihen Zu jeder Potenzreihe

—
P(z)= an(z—-a)"
n [0

existiert ein eindeutiger Konvergenzradius R [J0, o] derart, dass sie
far alle z A mit |z —a] < R konvergiert, und fur alle z [Q mit
|z —al >R divergiert. [

[ Die Menge
K = {z CCI: @(z) ist konvergent}
enthalt immer den Punkt a, ist also nicht leer. Somit ist
R=sup{|z—a] : z CK}}

ein wohldefiniertes Element von [0, co]. Fur dieses R folgen die Behauptungen
mit dem vorangehenden Lemma. Denn ist beispielsweise |z —a] < R, so muss es
ein zop CKlgeben mit |zo — a| > |z — a]. Mit dem vorangehehenden Lemma folgt
somit die Kovergenz im Punkt z. [

Fir den Konvergenzradius R einer Potenzreihe ¢ gilt damit:
(i) Im Fall R =0 divergiert ¢ fur jedes z # a.
(i) Im Fall R = o konvergiert ¢ fur jedes z [Cl

6.15
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(iii) Im Fall 0 < R < oo konvergiert @ in jedem Punkt z mit |z—a] <R und
divergiert in jedem Punkt z mit |z —a| > R.
Man nennt die abgeschlossene Kreisscheibe

{z (CI: |z—a] LR},

den Konvergenzkreis der Potenzreihe. Uber Konvergenz oder Divergenz in Punk-
ten auf dem Rand {z [CI |z —a| =R} dieses Konvergenzkreises lasst sich
allerdings ohne weitere Annahmen nichts sagen. Dort kann das Verhalten sogar
auBerordentlich >wild< sein.

Es gilt ubrigens folgende Formel, die wir allerdings nicht benétigen und
deren Beweis wir als Ubung Uberlassen 4.1g.

FormE?n Hadamard FUr den Konvergenzradius R einer Potenzreihe
nan(z —a)" gilt
— 1 —1]
limsup,_. " |an]

mit den Vereinbarungen 1/0 = o und 1/c0 =0. [ 1

I[I_Beispiel Betrachte die Potenzreihe
1

n

o= z"

n [0
Aufgrund des Wurzelkriteriums konvergiert sie fur |z|] < 1 und divergiert fur
|z] = 1. Ihr Konvergenzradius ist also R = 1. Tatsachlich ist dies die geometri-
sche Reihe zum Faktor z. Es ist also

—
Q@)= z"= |zl <1,

n O]

1-2z’
und man spricht von der Entwicklung der Funktion (1 —z)™! in ihre Potenzreihe
am Punkt a = 0.

Die Funktion (1—z)~! ist allerdings auf ganz C\{1} erklart, und tatsachlich
koénnen wir sie auch in jedem anderen Punkt a # 1 in eine Potenzreihe entwickeln.
In diesem Fall ist die Rechnung auch nicht schwer. Es ist

1 1 1 1
1-z (l—-a)—-(z—a) 1l-a ,_2-2a
1-a

PR = L s Y

l1-a_ 1-a nofl—ant

(z—a)".

Diese Reihe hat den Konvergenzradius R = |a — 1]. GréRRer kann er nicht sein, da
die Reihe ja nicht in einem Punkt konvergieren kann, wo die Funktion (1 —2z)7?!
nicht erklart ist. 111
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6.5 — Reihen in Banachraumen

Abb 2

Zwei Konvergenzkreise
fur @ —z)™?

6.5
Reihen in Banachraumen

Bisher haben wir Reihen mit reellen oder komplexen Gliedern betrachtet.
Reihen kann man aber auch aus Elementen eines beliebigen Banachraumes bilden,
denn wir bendtigen ja nur die Operation der Addition und die Konvergenz der
Partialsummen. 7

Eine Reihe in einem Banachraum E ist also ein Ausdruck der Form ,ap
mit Gliedern a, [El Die Reihe heil3t konvergent in E, wenn die Folge ihrer
Partialsummen in E konvergiert.

Das Cauchykriterium », das Nullfolgenkriterium 3 und der Satz von der
absoluten Konvergenz 5 gelten unverandert weiter, wir missen lediglich den
Betrag durch die Norm von E ersetzen. Dasselbe gilt fur das Wurzel- und Quoti-
entenkriterium, welches zum Beispiel wie folgt lautet.

Quotientenkriterium fur Banachraumreihen Gilt a, # 0 fur fast alle n

und

n - oo

so konvergieren die Reihen ,a, und | [@} 3 man sagt, die Reihe
ist normal konvergent. Gilt dagegen

so ist die Reihe divergent. [ 1
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6 — Reihen

Nicht mehr gelten solche Satze, die auf der Anordnung von R grinden,
die also — wie das Leibnizkriterium — zum Beispiel den Begri C_der Monotonie
verwenden.

= Reihen beschrankter linearer Operatoren

Sei (E,|-]) ein Banachraum, wobei wir die Norm diesmal mit einem Strich
bezeichnen. Fir einen linearen Operator A: E - E sei

A
rairwsop 2! = sup 1ax]

x=0 IXI  x=1

wobei auch der Wert co zugelassen ist. Man nennt A beschrankt, falls [AICS o,
und bezeichnet mit

L(E)={A: E - E: [AILF o}
den Raum aller beschrankten linearen Operatoren auf E. Fur A [CI{E) giltimmer
|AX| CIACX], x [CE] (3)

Satz  Auf L(E) definiert -1-dine Norm, die von |-| induzierte Operatornorm.
Mit dieser wird L(E) ein Banachraum. [1

i Der Beweis ist nicht schwierig, wir Ubergehen ihn hier aber. Einen etwas
allgemeineren Satz beweisen wir im Kapitel sMehrdimensionale Di Lerknziation«
im zweiten Band >Etwas mehr Analysis<. [

T Beispiel Far E =R" ist L(E) der Raum aller linearen Abbildungen des R"
in sich selbst. Diesen kann man mit dem Raum aller reellen n x n-Matrizen
identifizieren, seine Dimension ist also n?. Als endlich-dimensionaler normierter
Raum ist er vollstandig »,. 11

Operatoren in L(E) kdnnen wir multiplizieren, indem wir sie hintereinan-
der ausfuhren. Das Ergebnis ist wieder ein beschrankter Operator, denn fur
Operatoren A,B [CL(E) gilt

[AB I TAITBT 1
Denn aus (3) folgt ja
|ABx| CIAICBx| CIACIBI]X|, x [CE]

L(E) bildet daher eine Banachalgebra: in ihr kbnnen wir addieren und multipli-
zieren, und diese Operationen vertragen sich mit der Norm. — Ein erstes Beispiel
ist die Neumannreihe.
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23 Satz Sei A [I{E). Gilt [AIC= 1, so ist | — A umkehrbar, und es ist
1
(1-Ay1t= A%
ko

genannt die Neumannreihe von A. [ 1

mmm Far CAICS 1 ist die rechts stehende Reihe normal konvergent, und

[ e B —
a-A) A = aAk— Ak,
k Q1 k Q1 k11

Dasselbe git, wenn die Faktoren vertauscht werden. Also definiert die Neumann-
reihe die Umkehrabbildung von | — A.

Ein zweites Beispiel ist die Exponenzialreihe, die eine zentrale Rolle in der
Untersuchung und Beschreibung linearer Di Lerknzial- und Evolutionsgleichungen
spielt. Wir kommen darauf im néchsten Band >Etwas mehr Analysis< zurick.

24 Definition und Satz Das Exponenzial von A [IL{E) ist die Reihe

| N 1., 1.5
exp(A):l—:l+A+§A +§A + ...

ko K!
Diese Reihe ist normal konvergent in L(E), und es gilt
[EXp(A) (Tedp(fAD] [
i Aus [AB CICTAICTBT folgt mit vollstéandiger Induktion
A CIrIAr) kI
Daher gilt wegen der absoluten Konvergenz der reellen Exponenzialreihe
' LS | S ST o
| I:IIZI —1

o K! o K! o K!

= exp([AID k oo

fur alle n [T1 Somit konvergiert die Reihe exp(A) normal in L(E). Die behaup-
tete Ungleichung folgt dann aus

E@gj kll:llzl klrk—lzexp(LAll_)_l
k=0 k=0

o K!

und Grenzubergang n — oo, [
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