20.2 — Treppenfunktionen

Abb 6 Darstellung einer zulassigen Menge
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20.2
Treppenfunktionen

Wie beim Cauchyintegral definieren wir das Lebesgueintegral zunachst fur
besonders einfache Funktionen. Die Klasse dieser Funktionen hangt nicht vom
Mal p ab.

Definition Eine Treppenfunktion auf dem R" ist eine Funktion der Gestalt
1
s = CkXik
1 [KIml
mit endlich vielen Intervallen Ix [CJ1 und reellen Zahlen cx Rl Der Raum
aller solchen Treppenfunktionen wird mit 7" bezeichnet. [ 1

Jede Treppenfunktion s nimmt nur endlich viele Werte an und ist damit
beschrankt. Ihr Trager, definiert als die abgeschlossene Menge

supp(s) (=0} ={x R : s(x) #0} ,

ist ebenfalls beschrankt, somit kompakt, und eine zulassige Menge.

Jede Treppenfunktion s besitzt unendlich viele solcher Darstellungen. Insbe-
sondere gibt es auch immer Darstellungen mit disjunkten Intervallen lx g. Diese
nennen wir ein mit s vertragliches System, und die einzelnen Intervalle heil3en
Konstanzintervalle von s. Ein gemeinsames vertragliches System gibt es auch fur
jede endliche Zahl von Treppenfunktionen:

Lemma Zu je endlich vielen Treppenfunktionen gibt es immer ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen. [ 1

i Seien s1, ..,Sn Treppenfunktionen und I, .., Ik, die Konstanzinter-
valle von si. Die Vereinigung dieser endlich vielen Intervalle ist eine zul&ssige
Menge. Es gibt daher g paarweise disjunkte Intervalle Jq,..,J; so, dass
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20 — Das Lebesgueintegral

I 1 I 11 1
Ji = 1,
10F] 1 0KOAL O

wobei jedes J; ganz oder gar nicht in jedem dieser Iy enthalten ist. Somit ist
jedes J; Konstanzintervall jeder Treppenfunktion sk. Also bildet J4,..,J; ein
mit allen sj, .., sy vertragliches System. I

Lemma Sind s und t Treppenfunktionen, so sind es auch as fur o [CRlsowie
s+t, st, max(s,t), min(s,t), |s]|.
Somit bildet T™ einen reellen Vektorraum, sogar eine reelle Algebra. [

[ Betrachte zum Beispiel max(s,t). Wahlen wir zu s und t ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen 14, ..,y g, SO ist

1 1
s = akXly t= biXi, -
1 [KIIm] 1 [KTIiml
Dann gilt
—1
max(s,t) = max(ak, bk)Xi, -
1

Also ist max(s,t) ebenfalls eine Treppenfunktion. I

= Integral

Das Lebesgueintegral einer Treppenfunktion wird wie beim Cauchyintegral
definiert. Der einzige Unterschied ist, dass wir Intervalle mit einem allgemeineren
Mal3 als nur dem Volumenmalf messen.

Definition Sei
L1
S = Ck Xy
1 [KTml
eine Treppenfunktion mit disjunkten Intervallen Iy [J1. Dann ist das Lebes-
gueintegral von s bezuglich eines Mal3es p oder kurz das p-Integral von s

definiert als die reelle Zahl
—1
Iu(s) ek (k). 1
1

Das Integral von Treppenfunktionen ist immer endlich, da alle Intervalle
beschrankt sind und die Summe endlich ist.

Diese Definition ist natlrlich erst gerechtfertigt, wenn wir zeigen, dass der
Wert des Integrals nicht von der Darstellung von s abhéngt. Der Beweis beruht
darauf, dass es zu je zwei verschiedenen vertraglichen Systemen von Konstanzin-
tervallen einer Treppenfunktion immer ein weiteres solches System gibt, dessen
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Intervalle ganz oder gar nicht in den vorliegenden Intervallen enthalten sind g .
Der Rest ist dann Routine.

a. Fur das LAngenmal A ist dies das Cauchyintegral 101 .
b. Fur eine Masseverteilung m auf einer diskreten Menge A ist
—1
Im(s) = s(p)M(p),
p [A]

wobei wegen der Kompaktheit des Tragers von s die Summe sich nur Uber die
endlich vielen Punkte in A n supp(s) erstreckt. Die Summe ist also endlich, auch
wenn A keine endliche Menge ist.

c. Bezuglich des ZzdhlmaRRes v auf N ist jede Funktion a: R - R mit

beschranktem Tréager eine Treppenfunktion, und
1
Iy(@) = a(n).

n 11
Satz Das p-Integral auf J" ist linear und monoton, und es gilt die Dreiecks-
ungleichung. Fur Treppenfunktionen s,t und reelle Zahlen a gilt also
die
(i) Linearitat: Iy(as +t) = aly(s) + 1,(1),
(i) Monotonie: s [ CT}(s) CI(t),
(iii) Dreiecksungleichung: [l (s)|] CLI(Is]). [

i Die letzten beiden Eigenschaften folgen aus der Positivitat des MalRles.
So ist zum Beispiel mit einem vertraglichen Intervallsystem

%I:I —
.l = ckM (k) [ekl (k) = Tu(s)).
1 [KIIm1 1 [KIIml

Alles andere ist Routine. [

= Ausdehnung des Mal3es

Die charakteristische Funktion einer zulassigen Menge ist ebenfalls eine
Treppenfunktion g. Wir kdnnen damit jedes Intervallmall p ausdehnen zu einer
Funktion

o 2" - [0,00), (M) CTI(Xm)-
Far ein Intervall 1 [CJ1 gilt insbesondere
D) = 1) = 1-p) = p),

denn ¥, ist eine Treppenfunktion mit Konstanzintervall I und Wert 1. Somit gilt
fZ]d™ = u, und [I definiert eine Fortsetzung von p auf Z". Im Weiteren schreiben
wir hierfar ebenfalls wieder p.
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20 — Das Lebesgueintegral

Satz Die auf Z" ausgedehnte Funktion p ist ebenfalls additiv, monoton und
reguléar. FUr zulassige Mengen M und N mit N M gilt auBerdem

H(M CND =p(M) —p(N). [

o Sind M und N zuldssig und N [CMI, so ist auch O =M [NI zulassig 7,
und M = N [Qlist eine disjunkte Vereinigung zulassiger Mengen. Aufgrund der
Additivitat ist dann

H(M) = pu(N) + p(O) = p(N) +p(M CND.

Da alle Terme endlich sind, folgt hieraus die letzte Behauptung. Alles Weitere ist
als Ubung tberlassen. (1

20.3
Drei Hilfssatze

Fur den weiteren Aufbau der Theorie bendtigen wir drei Resultate tUber
Folgen von nichtnegativen Treppenfunktionen. Die ersten beiden werden auch
erster und zweiter Hauptsatz von Lebesgue bezeichnet.

Mit T bezeichnen wir im Folgenden den Raum aller nichtnegativen Trep-
penfunktionen.

Lemma A Sei (sk) eine steigende Folge in T7. Gilt
1im 1 (si) < oo,
so gilt auch limg_ e Sk <, 0. [
0 Zu zeigen ist, dass
N ={x CRI': sk(X) - o}
eine Nullmenge bildet. Sei dazu I =liml,(sk) < oo und M > 0. Fur jedes k ist
Exk ={sk > M} X [RI': sx(x) > M}

die Vereinigung endlich vieler Konstanzintervalle von sk und damit zulassig.
Ferner ist sy [CMIxg, und deshalb

I CId(sk) LIA(MXE) = MIu(Xe) = MU(EK).

Far alle k gilt somit

H(Ex) |:$r . 1)
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Wegen der Monotonie der Folge (sk) bildet (Ex) eine monoton steigende
Folge zulassiger Mengen, und es gilt

i T —
N 1 Eq= (Ex [CEd,) [E.
k O] k 11

Die Mengen Eg und Ex [CEJd-; fur k [Tdsind sdmtlich zuldssig und disjunkt, fur
deren Mal3e gilt deshalb 15
1 1
H(Ek LE1) = (M(Ek) — H(Ek-1)) = H(En) — K(Eo).
k=1 k=1
Zusammen mit (1) folgt hieraus

—1 |
H(E LE-1) + 1(Ro) LF-
k[T

Stellen wir jetzt noch jede dieser Mengen als endliche Vereinigung disjunkter
Intervalle dar g, so erhalten wir eine abzahlbare Familie disjunkter Intervalle,
die N Uberdecken und deren MaRsumme kleiner ist als I/M. Da | fest und M
beliebig ist, ist N eine Nullmenge. [0

Lemma B Sei (sk) eine fallende Folge in T% . Gilt

limsyg =, 0,

Kk - oo

so gilt auch limyg_ o Ip(sk) =0. [

o Sei sp [Sd [Csd [ [CQleine solche Folge. Aufgrund der Monotonie
des p-Integrals 11 gilt dann auch

Iu(so) [Lid(s1) CI(sz) 1001

Zum Beweis des Lemmas genugt es daher zu zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein
n [Olgibt, so dass I,(sn) <€.

Aufgrund der Monotonie und Nichtnegativitat der Treppenfunktionen sy
sind ihre Tréger alle enthalten im Trager Qo = supp(So) . Diese Menge ist zulassig
sowie abgeschlossen und beschrankt, also kompakt. AuBerdem existiert aufgrund
der Monotonie der Folge der punktweise Limes der sk, und nach Voraussetzung

ist N = {limsk > 0} eine Nullmenge. Diese ist notwendigerweise in Qg enthalten.

Wir konnen auch noch annehmen, dass jedes sk ein vertragliches System
von Konstanzintervallen besitzt, welches Qg Uberdeckt. Gegebenenfalls erganzen
wir endlich viele geeignete Intervalle und weisen sk dort den Wert 0 zu.

Sei nun € > 0. Wir fassen dann alle Konstanzintervalle aller sy, auf denen
diese kleiner als € sind, zu einer abzahlbaren Familie zusammen und bezeichnen
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Abb 7
Zum Beweis von n
Lemma B Sl J P
{sk > 0}
Qo

sie mit 14,15, ... Diese Uberdecken Qg [N, da dort sx [Ql Ferner sei Jq1,J2, ..

eine Uberdeckung von N durch n-Intervalle mit der Eigenschaft, dass

—
n@) < e/2.

I
Aufgrund der Regularitat von p existieren dazu o [efe Intervalle T, [IJund
Ji I mit
—1 —1
ph g+ p(d) <e.

I (]
Beide Familien zusammen bilden eine o [ede Uberdeckung der kompakten Men-
ge Qo. Nach dem Satz von Heine-Borel 10.10 — der im R" genau wie in R gilt und
bewiesen wird 5.2 — gibt es auch eine endliche Teiluberdeckung. Es gilt also

Qo [Ty CICT Iy LT
mit einer geeigneten Auswahl und Umnummerierung dieser%tervalle.

Zu jedem T, existiert nun ein Index k;, so dass Sk, < &. Wir setzen
n = max(Kg, ..,Kkr) und zeigen, dass 1,(sn) klein wird. Sei dazu

1 — (—
A= L, B= T = n I s T
1001x 1 1001x1 111

Dann ist xa + xg [Idauf Qg und deshalb

In(sn) CII((XA + XB)Sn) = lu(XasSn) + 1u(XsSn).

Aufgrund der Wahl von n und der Monotonie der Folge (sk) ist

snlli Csi %<e

fur jedes | und deshalb auch sp|A < €. Also gilt
lu(Xasn) LB (XQ,) = eH(Qo)-
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Andererseits gilt

— [ —
uB) .1 pd L)+ M <eg
10011 10161

und deshalb
ln(Xesn) CTE4[LI(Xs) [CT9d(B) CETsd ]
wobei [-T-die Supremumsnorm bezeichnet. Also gilt insgesamt
lu(sn) LEQU(Qo) + [sdD)]
Da nu(Qo) und [sd[nabhangig von n sind, ist die Behauptung bewiesen. I
Lemma C Seien (sk), (tk) zwei monoton steigende Folgen in T7. Gilt
fm o Em e
so gilt auch  limg_ e lp(sk) Ik oo lp(tk). [
i Betrachte
Unm [CMAX(Sh — tm, 0).

Dies sind nichtnegative Treppenfunktionen, die flur jedes feste n bezuglich m
monoton fallen mit limpy_ e Unm =, 0. Also gilt mit Lemma B 14 auch

nLimo lu(unm) = 0.

Wegen unm [Sd—tm gilt andererseits 11 1, (Unm) CLA(Sh) — 1u(tm), also
lu(tm) CI(GSn) — 1u(Unm)

fur alle m. Also gilt auch s g
Him 1y (tm) ELd(sn) — M L(unm) = 1u(Sn).

Da dies fur jedes n gilt, muss auch limm e Iy (tm) Cliing . I (sn) gelten. Dies
gilt auch fur uneigentliche Grenzwerte. [
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