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18 — Analysis im R"

Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum mit Norm [T, $ei X eine
abgeschlossene Teilmenge von E, und T: X - X eine Kontraktion. Das
heif3t, es existiert eine Konstante 6 [(Q, 1), so dass

[Tu—Tv OBl v L u,v X1

Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt &. AulRerdem konverigert fur
jedes xo [Xldie Folge x, = T"Xg gegen diesen Fixpunkt & mit

n
IE.—«EEI]iIle:3 3d—x 1 nCIl [

Die Herausforderung bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes
besteht naturlich darin, im jeweiligen Fall einen geeigneten Banachraum E und
eine geeignete Teilmenge X zu finden. Der folgende Beweis gibt daftr ein Beispiel.

[ Beweis von Proposition B Schreibe also ¢ =id + @ und ¢ =id + .
Die Gleichung ¢ - y = id ist dann aquivalent zu

§=—¢-(id+ ).

Diese Gleichung l16sen wir mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes im Banach-
raum E = C(V,R") versehen mit der Supremumsnorm [I_JAls Teilmenge
betrachten wir

1 ]
X = u [EL u(0) =0, [u]y CI42 .
Es ist leicht zu sehen, dass X in E abgeschlossen ist. Auf X definieren wir
Tu=-— - (id + u).

Nun sind eine Reihe von Aussagen zu verifizieren.
T ist wohldefiniert, also Tu auf V definiert: Fir u CXlund x [CVlist

[uG)| = lu(x) —u(0)| CTd]y |x],
also
IX+u()] LA+ [uly) [X] <2[x] <.

Also gilt id+u: V - A,und & - (id + u) ist auf V definiert.
T bildet X in X ab, mit u [Xlist also auch Tu CXI Tu ist sicher wieder
stetig und

Tu(0) = =% u(0)) = -$(0) =0.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 3
. A @
Zum Beweis von
Proposition C
\%
[ o
0 0
U=uy()

AulRerdem haben wir fur beliebige x,y [Vldie Abschatzung

[Tu) = Tu)| = [PX+u(x)) — Py +u(y))l
CIP]a (X +u(x)) = (y +u(y)N]
CIP]a [id +uly IX—yl
CIPIa (A + [ulv) Ix—yI.
Also gilt

1 1
[Tuly CI®1a (1 +[ul) C31 142 (31

Somitist Tu CXl1
T ist eine Kontraktion auf X bezlglich der Supremumsnorm: Es ist

[TuG) =TVl = [P(X+u)) — P(x+ V()|
CIPIa |X+u)) — (x+Vv())l
= [P1a [UC) —v(X)I
CIp]a - v LA

Da dies fur alle x [V1gilt, folgt

[Tu — Tv LA L[] - v G

Wegen []n [I44 ist also T eine Kontraktion auf X.

Abschluss des Beweises: Der Banachsche Fixpunktsatz ist somit anwendbar,
und T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt (§ [XI. Die Fixpunktgleichung ist aber
aquivalent mit ¢ - = id. Damit ist Proposition B gezeigt. [0

Proposition C  Sei ¢: A - R" lipschitzstetig wie in Proposition B. Dann ist
¢ ein Lipeomorphismus der Nullpunktsumgebung U = (V) auf V mit
Umkehrabbildung ¢t =w. [
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umm Nach Proposition A ist ¢ injektiv, und nach Proposition B gibt es eine
lipschitzstetige Abbildung W: V - A mit ¢ - =idy . Setzen wir also

U [Cqv) CB)

soist ¢: U - V injektiv und surjektiv, also bijektiv, mit lipschitzstetiger Um-
kehrabbildung ¢ = ¢~1: V - U. AuRerdem ist U o[ed, denn U = ¢p~1(V) ist
das Urbild einer o Ceden Menge unter der stetigen Abbildung ¢ . 1D

= Regularitat

Nun zeigen wir, dass Y auch di Cerknzierbar ist, wenn ¢ es ist. Dies ge-
schieht wie im Beweis der Umkehrregel in einer Dimension g 15, nur tritt an die
Stelle der Ableitung ¢ Mdie totale Ableitung D¢ .

Proposition D Ist die Abbildung ¢ in Proposition C stetig di Cerknzierbar, so
ist ¢ ein Di Cedmorphismus von U auf V. [ 1

umm Wir hatten gezeigt 5, dass

D} = [Pls CIA4.

Somit ist D = Id + D@ in jedem Punkt von B invertierbar g19. Aufgrund des
Lemmas von Hadamard 1415 gilt nun lokal um jeden Punkt xo Ul

O (X) = P (x0) + AX) (X — Xo)

Cd
NX) = . Do ((1 —t)xp + tx) dt, A (Xo) = DP(Xo).-

Da A(Xp) invertierbar ist, ist es aus Stetigkeitsgriinden auch A(x) fur alle x in
einer hinreichend kleinen Umgebung von X . Dort gilt dann auch

X = Xo + AT (P (X) — D (x0)).
Mit x = g (u) und %o = P(up) ist dies gleichbedeutend mit
W(u) = W(uo) + A"H(W(u))(u — uo)
= W(up) + A~ (W(Uo))(u — Uo)
LI, 1 Ol
+ AW (W) —A (W (Uo)) (u—uo).

Aufgrund der Stetigkeit von @ und A verschwindet der Ausdruck in eckigen
Klammern fUr u - ug. Wir erhalten somit

W(U) = W(Uo) + A" (W(Uo)) (U — Uo) + o(u — o).

18.10



18.1 — Umkehrabbildungen 11

Also 145 ist Y in ug di Cerknzierbar mit Ableitung

DWw(uo) = (D) (W(Uo)).
Dies zeigt auch, dass DW ebenfalls stetig ist. Damit ist alles gezeigt. I

Der Kern des Beweises des Umkehrsatzes betraf lipschitzstetige Abbildun-
gen. Die stetige Di Lerkenzierbarkeit der Umkehrabbildung war dann wesentlich
einfacher zu zeigen. Hbhere Ableitungen bereiten dann keine weiteren Mihen
mehr:

Zusatz zum Umkehrsatz  Gelten die Voraussetzungen des Umkehrsatzes |
und ist ¢ von der Klasse C" mit 1 [rllod, so ist auch die lokale Umkehr-
abbildung g von der Klasse C". [ 1

mm Die Behauptung gilt fur r = 1 aufgrund des Umkehrsatzes, und es ist
Dy = (D) oy

Gilt nun die Behauptung fir ein r [Cund ist ¢ von der Klasse C'*1, so sind
auf der rechten Seite dieser Formel (D¢)™* und  von der Klasse C". Also gilt
dasselbe auch fir DY, und damit ist | selbst von der Klasse C'+1.

Wir merken noch an, dass die Lipschitzstetigkeit fur die Existenz einer
stetigen Umkehrabbildung tatsédchlich nicht notwendig ist. Wissen wir bereits,
dass die Abbildung injektiv ist, so ist sie auch o [ed. Der folgende Satz ist auch
als Satz von der Invarianz der Dimension bekannt 1.

Brouwerscher Umkehrsatz Ist ¢: Q - R" eine stetige und injektive Ab-
bildung einer o [eden Menge Q im R", so ist QY= ¢$(Q) o[end und die
Umkehrabbildung ¢~1: QY- Q ebenfalls stetig. [1

Ein relativ einfacher Beweis basiert auf der Theorie des Abbildungsgrads,
doch geht dies Uber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

s Koordinatentransformationen
Einen Di Ledmorphismus
d: Q- x CuF pX),

kann man au [@sken als eine Koordinatentransformation, die auf der Zielmenge Q o
mit Koordinaten u neue Koordinaten x aus der Menge Q einfiihrt. Koordinaten-
transformationen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um mathematische Probleme zu

! Siehe auch: M. Miiger, A remark on the invariance of dimension. arXiv:1310.8090v1 (2013).
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16sen, und viele mathematische und physikalische Probleme haben ihre eigenen
speziellen Koordinatensysteme. Die wichtigsten sind sicherlich die Polar- und
Kugelkoordinaten.

Polarkoordinaten  In der euklidischen Ebene Iasst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und den Winkel ¢ seines Ortsvektors mit der
positiven x-Achse beschreiben. Umgekehrt wird durch

I I N N | N —
or X _ rcoso
X % y  rsing

jedem Koordinatenpaar (r,®) der entsprechende Punkt (x,y) in der Ebene
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

X: [0,0) xR~ R? (r,¢) C(y)
ist
cosd —rsind

= , detDx =rr.
sind rcosd eEOX =T

Somit ist X regulér in allen Punkten mit r > 0 und definiert dort einen lokalen
Di Cedmorphismus.
FOr r = 0 dagegen ist X nicht einmal injektiv, denn

X(0,9)=(0,0), ¢ [RI

Aber auch fur r > 0 ist x nicht injektiv, denn aufgrund der Periodizitat der
Kreisfunktionen gilt ja

X(r,$ +21tn) = x(r, d), n Czl

Daher ist X ein Koordinatensystem nur nach Einschrankung auf geeignete Teilge-
biete, wie zum Beispiel (0, o) % (0, 211) oder allgemeiner

(0, ) x (a, a + 211), a [RI

Fur die Umkehrabbildung ist dann jeweils der geeignete Zweig der Arcusfunk-
tionen zu wahlen. In vielen Fallen ist eine Ricktransformation jedoch nicht
erforderlich, und die Mehrdeutigkeit der Polarkoordinaten kein Problem.

Gesucht sind rotationssymmetrische harmonische Funktionen u
in der Ebene. Es soll also

AU = uxx +Uyy =0
gelten, und in Polarkoordinaten soll

v(r,®) Cu{rcosP,rsind)
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18.1 — Umkehrabbildungen 13

Abb 4 Polarkoordinaten

b d+2m

nicht von ¢ abhéngen, also vy = 0 gelten. — Eine kleine Rechnung ergibt a.154
1 1
Uxx + Uyy = Vrr + FVr + ﬁV¢.¢.
Somit suchen wir eine Lésung der Gleichung
1
Vyr + er =0.

Deren allgemeine L6sung ist v = a + blogr. Diese Funktion ist allerdings im
Nullpunkt stetig und di Cerenzierbar dann und nur dann, wenn b = 0. Somit sind
die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R? harmonischen Funktionen
die konstanten Funktionen. 11

Abb 5

Kugelkoordinaten

Z=rcos6
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Kugelkoordinaten  Im euklidischen Raum lasst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und zwei Winkel 6 und ¢ beschreiben, dem
Azimutwinkel © seines Ortsvektors zur z-Achse und dem Polarwinkel ¢ seiner

Projektion auf die xy-Ebene. Umgekehrt wird durch
CIC 1111

- Bl 5H e
rcos©

jedem Koordinatentripel (r, 0, ) der entsprechende Punkt (x,y,z) im Raum
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

X: [0,0)xR? - R3 (r,6,¢) C(¥y,z)

ist
1 1
sdpsinB® rcosdpcosO —rsingdsind
Dx—%q)sine rsingpcos® rcos¢gsind
cos 6 —rsin® 0
und

detDx = r?sin®.
Diese Jacobideterminante verschwindet somit genau auf der z-Achse.

m—Suchen wir im R3 nach rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen,
so fuhrt der Ansatz u(x,y,z) = v(r) zu der Di [erenzialgleichung

2
Vir + =V, =0.
r

Die allgemeine Lésung ist in diesem Fall v, = —b/r? und damit v = a + b/r.
Auch in diesem Fall sind die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R®
harmonischen Funktionen die konstanten Funktionen. 111
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